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Teil |

Fortsetzung der Quantenmec hanik



Kapitel 1

Drehimpulse in der Quantenmec hanik

1.1 Bahndrehimpuls und Dreh ung im Ortsraum

Betrachte das Verhalten einer beliebigenFunktion f (r) in Ortsraum (z.B. Potertial, Wellen-
funktion, etc.) bei einer Drehung D.

Drehung der Funktion f (r) ! fXr)

Drehung desOrtsraumesD(r) =

Nun gilt: f{r) =f(r) ) f(r) = £ (D (r))

Speziell bei Drehungum in nitesimalen Winkel A k Drehadse:D(r) = r + +A£ r gilt:

Ar)y=2( rj tA£ r)u1/4a( r) i'ﬂ (#A£ r)ﬁrr a( .r) 0

=3( 1) {¢A¢ rEi:r a(r)= 1j I:iA¢C 3( r)

mit dem Operator desBahndrehimpuls(C = # £ p
Der Operator desBahndrehimpulseserzeugtin nitesimale Rotationen im Ortsraum.

Es gelten die Kommutator-Relationen mit £2 = (2 + 2+ (2,

X
[CZ; CJ] =0 und [Cj;ﬁk] =i~ Zj k|C|

Interpretation der Kommutator-Relation: Betrachte hintereinander ausgefihrte in nitesimale
Drehungenum die x und y Achse:

H - Tu - )l
D.Dy= 1 —#AL, 1j —2AL,
=10 AL AL THASALL,
0,01 LeAsh .01 0,0 = D,D. i AAL,
1/4DyDXuli i:J_rAXJ_rAyCZﬂ
3
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Der nichtverstcwindende Kommutator zwisden Cx und Cy erntspricht der Tatsade, dassdie
Drehungenum die x und y Achsenicht vertausdbar sind.

1.2 Verallgemeinerte Drehimpulse

De niere allgemeineselbstadjungierteDrehoperatoren Jy; J'\y; J, Bber die Eigenstaft:

[4%J1=0 und [J“,-;J“k]:i~x 20d) (1.1)

Dann gibt eseine Basisdeszugemrigen Hilb ertraumesaus gemeinsamertigenzuséndenvon
32 und J5. Seij2 i ein solder normierter Zustand. Im FolgendensollenspezielleEigenstaften
der Eigenwerte bestimmt werden.

1. Die Eigerwerte von 32 sind gré¥zemleich 0.
Beweis: Seid?j2 i = ®2 i. Dann gilt
®=hjd%Ri=tr,ja,i+Rj,i+HR,j2,0, 0
wobei j@ ii := Jjj2 i und somit I? ;j = I# jJ;, da J; selbstadjungiertist. o
Deswegensetzenwir im Folgendeno.B.d.A.
FRi=jG+1)~%20 und Jj2i=m-i
wobei zundchstj 2 R* und m.2 R zugelassewird. Wir de nieren die Schielsoperatoren
. .. y
Js = 5 8 iJ). Dabeigilt J5 = J
2. Betrachte j2 ,i = J}j2 i. Esgilt
fojesi= i Sjei=m i+ L+ idodlei=mrid 3Zi Lo
=G +1Di m*; m~?
Darausfolgt
@ 2+i=0, m=j] oder m=jjj 1l

(b) Fl" m> j oderm< jjj 1wAel? ,j2,i < 0.Deshalomussjjj 1- m - j
gelten.

(c) j2 .i ist ebenfalls ein Eigenzustandvon 32 und J, mit den Eigerwerten j(j + 1)~2
und (m + 1)~.
Beweis:

Pi.i=30pi= 080 =00 + )20 = G + DR
Sjevi= L&+ idpppi= G+ idpLppi+y S+ g ) i
= (G +ifym~pi+~ i+ 5 2i=m+1~p.i o
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Wir schreibennunj2 i = ja;j; mi, wobei a fiv weitere Quarntenzahlensteht, da esmehrere
ZustAnde mit gleichemj; m geben kann. Dann setzenwir wegen(a) und (c) fik m 6 j
jaiim+ 1 = p—— $.jaii;mi 1.2)
~ j(G+1)i m(m+ 1)

Durch wiederholtesAnwendenvon J erhdlt man so eine Folge von Zusténdenja;j; mi,
ja;j;m+1i,ja;j;m+ 2i;:::. Die Folgebricht ab,wennm+i, = j gilt, dadannJ}ja;j; m+
i+i = 0. Andernfalls steht ja;j;m+ ii fé&v i > j j m im Widerspruch zu (b).

Damit folgt, dassm = j j i, mit i, 2 N gilt.

3. Betrachte j2 ; i = Ji\ja i. Esgilt entsprechend

Pojei=~G+1)i m*+ m]
Darausfolgt
@ j2,i=0, m=jj oder m=j+1
(b) F¢ke m< jj oderm > j + 1wérel?,j2,i < 0. Deshalbmussjj - m- j+1
gelten
(c) j2 ;i ist ebenfalls ein Eigenzustandvon 32 und J, mit den Eigerwerten j (j + 1)~
und (mj 1)~
Wir setzenfly m 6 j |
ja;j;mi 1i= —p ! 3 ja;j; mi (1.3)

~JG+Di m(m; 1)

Durch wiederholtesAnwendenvon J; erhélt man so eine Folge von Zustandenja;j; mi,

ja;j;mi 1, ja;j;mj 2i;:::. Die Folge bricht ab, wennm i, = jj gilt, da dann
J'\i ja;j;mij i, i = 0. Andernfalls steht ja;j;mj ii févi> j j + mim Widerspruc zu (b).

Damit folgt, dassm = j j + i, mit i; 2 Ng gilt.

Zusammenfassung aus 2 und 3:

Fivr jedem gemeinsamerEigenzustandj? i von 32 und J, mit Eigerwertenj (j + 1)~2 und m~
gilt:

2 Esqgibtis;i; 2Nomitm+i, =jundmij i, =jj.) 2 =i++1; 2Np

2 Durch wiederholtesAnwendenvon J, undJ\i kann man eineSerievon Zustandenja;j ; m4
mit m°= i j;ij + 1;:::] erhalten, die alle Eigenzustinde von 32 und J; sind.

Die Eigenzus#éinde von 32 kénnen nur die Eigenwerte j(j + 1)~ mit j = 0;1;1;3;2;3;:::
haben. Diesebilden Multipletts aus 2j + 1 ZustAndenja;j;mi mit m = j;ij + 1;:::j, die

Eigenzustindevon J, mit dem Eigenwert m~ sind. Dabei gilt:

Fja;j;mi = j( + D~Fa;j;mi und Jjasj;mi = m~ja;j;mi (1.4)
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1.3 Rotationssymmetrisc he Systeme

Der Hamilton-Operator H ist rotationssymmetrist, wenn er durch jede verallgemeinerteRo-
tation desallgemeinenHilb ertraumes(also insbesonderedie in nitesimalen, die von J; erzeugt
werden)in sich selbst@berfidhrt wird. Dann gilt [F;Ji]= 0 fér allei = x;y;z und somit auch
[M;32] = 0. Dann folgt, dassH;32 und J, ein System gemeinsamerEigenzustnde j2 i mit
Eigenwerten E, j (j + 1)~? und m~ hat.

Dabei gilt Bj2 si = RJsj2i = JsHj2i = JsEj2 i = Ej2 i. Durch wiederholte Ausféhrung
folgt somit:

In rotationssymmetrishen Systemenhaben alle Zustande einesMultipletts ja;j;mi mit m =
i it 1:::] diesele Energie. Darausfolgt eine(2j + 1)-fache Entartung.

1.4 Drehimpuls im Ortsraum

1.4.1 Der Bahndrehimpuls

Im Hilbertraum der komplexenFunktionen im R® lautet der Operator des Bahndrehimpulses
', = (f £ P), in Kugelkoordinatenr; ;" :

|1

_-@
Cz—.@

Eigenwertgleichung
Ca(rw )= m23(rg ) ) 3w )/ e

Dad( r;u' + 2% = 3(r;" ) geltenmuss,erhalt man folglich nur m 2 Z. Demnad kommen
als Eigerwerte von (2 nur I(1 + 1)~2 mit | 2 N, in Frage, wobei man bei dem Bahndrehimpuls
gewdhnlich j durch | ersetzt.

Die gemeinsamerEigenfunktionenvon (2 und [, sind die Kugel°AchenfunktionenY,™ (i ' )
mit den Eigenshaften:

C2ym(w' ) =10+ 1)~2Y," (')  fbv 1=0,12:::
CY™( ) =m~Y," (1" ) fiv m=j;il+1:::l

Zum Nachschlagen:
Das Quadrat desBahndrehimpuls-Ogerators lautet in Kugelkoordinaten

u T

(2=, 1@ sinu@ + 12 @

sSinu@u @) sSifu@ 2

Die Kugel®°AchenfunktionenY,™(; ' ) erfélen die Orthonormierung
Z, Zy h i

deosg  d' YE(L') V(') = Hoydnem
il 0
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und lauten: s

V() = (i pimrme

20+ 1(1j jmj)!

&4 (1+ jmj)! P/™ (cospe™

wobei P (x) die Legendreshen Polynomesind, die Bber
1 d
211 dx!

= d" , 010
P™(x) = (1i x?)™ ZMPP(X) fid m=0;1,2:::1

Po(x) = (x?i 1) fiv =012

de niert sind. ! Insbesondereilt:

r _— r
, 1 , 3
Yo' )= o Yo' ) = 4 cosu
| r
o3 . B
Yi(') =i 8—1/4smué it )= gy sinue

Fernerist Y,\"(Yai &' + % = (j D'Y,™(" ), d.h. bei einer Spiegelungam Ursprungr ! j r
bleiben die Kugelfunktionen bis auf den Faktor (j 1)' erhalten.

1.4.2 Das Wassersto®atom (Wiederholung Einfahrung I1)

Der Hamiltonoperator desH-Atoms lautet

lq — pz . ¢’ in Orstd%rstellung ) ~2 }@r_*_ CZ ] e
2meI A/ o1ty ! 2mer @2 2mMer 2 ! Ay or

(1.5)

B kommutiert mit allen Komponerten von . Deswegengibt eseineBasisaus Eigenfunktionen
von K, die gleichzeitig Eigenfunktionenvon (2 und [, sind. Dieselassensich schreiben als:

1 .
an;|;m:Fun|(r)Y|m(p;') vy n=1212::: und 1=01:::nj 1

Die Energie-Eigenverte lauten

2

1 1
Eni =i >3 Ya i 13:6evﬁ (1.6)

2meag

Hierbei ist ag = 4Y2o~?=(m.€?) ¥ 0:529\ der Bohrsche Radius der der Ausdehrung der
Grundzustandsvellenfunktion @ ;.00 = € "% = Va3 ertspricht.

Die Energie-EigemvertthAngenfléir den speziellenFall des1=r Potertials nicht von | ab. Da-
durch ergibt sich eine l”jol(ZI + 1) = n2-fache Entartung der Zustdnde. (Der Spin liefert
einen zugAtzlichen Faktor 2.) Dagegenzeigenallgemeinezertralsymmetrische Potertiale eine
|-AbhAngigkeit der Energie.

lwie Bronstein, beadite Vorzeichen (j 1)™ gegemiber Abramowitz
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Zum Nachschlagen:
Die Radialfunktionen erféllen die Orthonormierung:
z 1
drupa(r)un (r) = o
0
und lauten

F. s
2 (nili 1)!“2r'”'”L2.+1“2_rﬂeX“.;ﬂ
nag  2n[(n+ D!]® nag "1 nag P ' nas

Un (r) =

mit den Laguerre-Rolynomen:
dk i . ¢ 1 1 dl
L2(x) = e?<W xke X" und L, (x)= (i 1) dTLE(X)

Insbesondergyilt:

2r H rﬂ
Uio = P— EXp Ig

AR BT
Uzo:p—ﬁ [ E exp lﬁ

" H " 1
UZl:p?TgEexp Iﬁ

1.4.3 Zeemann-E®ekt

Betrachte ein Teilchen der Ladung g und Massem im elektromagnetisben Feld mit den Po-
tentialen A(r;t) und A(r;t). Ersetzt man in der klassistien Hamiltonfunktion die Orte und
kanonisden Impulse durch die entsprechendenOperatoren, so erhAlt man den

Hamiltonoperator eines Teilchen (D GA(R1))?
im elektromagnetisben Feld R = ’m + gA(f;t)

Betrachte ein zeitlich konstartesund homogenedlagnetfeldin Coulomb-Eichung,d.h. A(r;t) =
%B £ r zusammenmit zeitlich konstartem elektrischen Potential A(f)

1
2
= B0 A(B £.0) of + T8 8 1K + oA®)
gB « £ p)(Eigenschaft des Spatpro duktes)
_p q 5
qA(f*), —( ¢B + —(B£ r)2
|2rn {z EMz_} Bm_(z

#o ohne B- Feld " Dipolj Wechselwir kung  VernachlAssigbar filr kIelne B

Im schwachen Magnetfeld verhdlt sich folglich das Teilchen wie ein Dipol mit magnetis©iem
Momert %(.
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Betrachte nun Elektronen mit q = j e und Massem,. Seinun H, rotationssymmetrist (z.B.
H-Atom) und 0.B.d.A. B = Be,. Satz von EigenzustindenHjn; |;mi = Eqjn;l; mi. Dann ist
die Energieim Magnetfeld fiv kleine B:

& _5gg 1052

Kijn;1;mi = Ey + 1 gBmijn;|; mi mit dem Bohrschen Magneton? g = o =
e

Die Multipletts des Drehimpulses! spalten alsoin 2l + 1 Niveausauf, Dies nenrt man den
normalen Zeemann E®ekt (Beobadhtung von P. Zeemann(1896): Spektrallinien spalten im
Magnetfeld auf).

1.5 Der Spin des Elektrons

Experimentell beobaditet man auch geradzahligeAufspaltungen der Energieniveausim Ma-
gnetfeld (z.B. anomalerZeemannE®ekt, Stern-Gerlat E®ekt). Diesdeutet auf Multipletts mit
halbzahligemj hin, die ja fiv allgemeineDrehimpulse mdglich sind (1.4). Wie wir im vorheri-
genAbsdnitt geseherhaben, ist diesbei dem Bahndrehimpulsim Hilb ertraum der komplexen
Funktionen im Ortsraum nicht m@glich. Um halbzahligeDrehimpulsezu ermdglichen, mussalso
der Hilbertraum erweitert werden.

Goudsmith und Uhlenbed (1925) postulierten, dassdas Elektron einenintrinsischen Drehim-
puls (Spin) mit j = 1=2 hat. (Damit lassensich die experimertellen Spektren besdireiben.)
Diesentspricht einemMultiplett zweier ZustAndemit m; = § 1=2, die wir j+i und jji nennen.
Nun de nieren wir den Spinraum einesElektrons als einen abstrakten Vektorraum @ber C der
als Basisdie ZustAndej+i und jji hat. In dieserBasis|Asstsich ein allgemeinerZustand als
zweikomponertige Spalte (Spinor) sdreiben:
H 1
jai = a,j+i+ a jii ! Z* (1.7)

Seien$,;S,; S, die Drehimpulsoperatoren im Spinraum. Dann folgt aus den Eigenshaften
allgemeinerDrehimpulsoperatoren(1.2,1.3,1.4)

.1 - 1 ..
Sijti =St Sjii =i S
8, j+i =0 Sjii =~j+i
S j+i =~jii S ji =0
Damit werdenden Operatorenin der Basisj+i und jji folgendeMatrizen zugeordnet:
§|:u10ﬂ§|~u01ﬂg|~“00ﬂ
2 0 j1 T 00 P 10

Danun §, = (S: + §)=2und S, = (5. i S )=2i erhilt man die Darstellung
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V| H Al M 1

~ mit den 01 0 ji 1 0
= | _ 3 = 3/, = 3/, =
S= St S+ Spe; ! 2?)/4 Paulimatrizen 7* 10 7 i o 7 0 i1

Hierbei sind § und %Vektorenim dreidimensionalerreellenOrtsraum (Dreierspaltenbeziglich
der Basis ey; ey; e,), deren Ausrichtung die Drehadiseist. Die Spalten aus Gl. (1.7) und die
Paulimatrizen sind dagegenElemerte deszweidimensionalerkomplexenSpinraumes.

Die Gesamwellenfunktion desElektrons setzt sich ausder komplexenWellenfunktion und dem
Spinor zusammen.Mathematisd ist diesein Elemert desProduktraumes

Hilb ertraum der komplexenFunktionenim R® - Spinraum

Mathematisc her Exkurs: Gegelen sind zwei Vektorrdume U und V der Di-
mensionendy und dy #Aber demsellen Kdrper mit den Basenay;ay;::: 8y, und
A1; Ay, :1 i Ay, . Der Produktraum W = U - V ist ein neuer Vektorraum (wieder
woer demsellen Kdrper) der Dimensiondy = dy ¢dy, der von den Basiselemeten

a - A; aufgespannwird. Damit |Asstsich ein beliebigesElemert T von W schreiben

als A I
X R X Ru Rv
T= fFija - A= fia -Aj= fi-A
i=1 j=1 j=1 | i=1 {Z } j=1
=1j

Beadite: Die meisten ZustAnde des Produktraumes lassensich nicht in der Form
T=D- Cmitb2 U und C 2 V sdreiben.

Damit |Asst sich die Gesantwellenfunktion des Elektrons screiben als (lassedas - Zeichen
weqg): u q
A ()

&, (st
Entspredhend werden im Produktraum den Operatoren nun 2 £ 2 Matrizen zugeordnet,die

gleichzeitig Operatoren im Raum der Wellenfunktionen beinhalten. So ist der Operator des
Gesamdrehimpulsesd = £ + §

ol Mo ]
01 2 10

jpi=a i+, (ryji

K G, und ertsprechend fiy J); J;

Mit dem Spin ist ein magnetisties Momert 1 des Elektrons verbunden. Der entspredhende
Operator ist & = geﬁé. Dabei ndet man experimertell den gyromagnetischenFaktor des

e

freien Elektrons ge = 2:0023193::. Theoretisth erhalt man

2 Klassister rotierender K@rper mit Massendibte / Ladungsdidte: ge = 1
2 Relativistische Quantenmedanik (Dirac-Gleichung): g. = 2

2 Quartenelektrodynamik (Quantisierung deselektromagnetisbe Feldes):g. = 2+ %4+ o
mit der SommerfeldscherfFeinstruktur-Konstanten ® = e?=(4¥2,~c) ¥ 1=137
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Damit lautet der Hamiltonoperator fiv ein Elektron (Ladung j €) im elektromagnetisben Feld

' BT S
_ (p+eAr; ) 10 e ~aim (e g -
R = o ey 5o F %5 _ S%Bi(r): (1.8)

Die Zeiterntwicklung ist dann durch die Pauligleichunggegelen:

i~@“ a.(rt) ! _ ﬁu 2.(r) !

@ iy - 2 (n)

Bemerkung: Da ge % 2 lautet der letzte Term in Gl. (1.8) ¥ 1 g B ¢% Dies ergibt als Mess-
werte ein magnetistiesMomernt 81! g desElektrons aufgrund desSpins, da die Eigenwerte der
Paulimatrizen 8§ 1 sind.

1.6 Spin-Bahn-Kopplung

1.6.1 System 1

Da Spin- und Bahndrehimpulsin untersciedlichen RAumen wirken, gilt [Ci;éj] = 0 fiv alle
i:j = x;y;z Deswegenvertausden die Operatoren (2, ',, 82 und S, paarweise miteinander
und man kann eine Basis nden, die Eigenzus#nde von allen vier Operatoren sind. Anhand
ihrer jeweiligen Eigenwerte werden dieseBasiselemete mit ja;l; m;s;msi; bezeitinet, wobei
a filr weitere Entartungen steh.

System1: ja;l; m;s;msi; Eigenzuséindevon ['2;(*,; 82;S,
mit Eigerwerten (I + 1)~2; m;~; s(s + 1)~%; mg~

Dabeiist my 2 fj I;j 1+ 1;:::lgund mg 2 fi s;ij s+ 1;:::s0. Betrachtet man ein einzelnes
Elektron, soist stetss = 1=2 und die Darstellung einessolthen Zustandsals Spinor lautet z.B.:
M, T

Yo (")

jal=2m = 1;s= 1=2;mg = 1=2i; » 2 0

1.6.2 System 2

Der Gesamtdehimpulsist die Summevon Spin-und Bahnarteil 3 = C+ & und erfillt natévlich
wiederdie @blichen Drehimpuls-Vertausdungsrelationen.Insbesonderéann man eineBasisaus
Eigenzustindenvon 32 und J; konstruieren. Fir das Quadrat desGesantdrehimpulsesgilt:

32=(2+ 8+ 2 ¢85
Damit ergibt sich:
X
[B%0.0=2  [h: 505 = 2~ S+ £,S) (1.9)

X
[3%,81=2  [,¢8,;S]=2~C,5i [«$) (1.10)

n
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Demnad gibt es kein gemeinsamesSystem aus Eigenzustinden von 32 und (', oder von 32
und S,, d.h. die ZustAnde desSystemsl kénnennicht sogewahlt werden,dasssie auch Eigen-
zustAnde von 32 sind. Dagegengilt:

X

[B3%03=2 [C.;035, =0 [3%: 0?1 =0 (1.11)
X

[32,81=2 (,[6:84=0 [J5; 6?1 =0 (1.12)

n

Zusammenmit [§3;32] = 0 folgt, dasses ein gemeinsamesSystem von Eigenzustinden von
32: 3,: 2 und 82 gibt.

System?2: ja;j; m;;|;si, Eigenzus#indevon 32 J; (?; 82
mit Eigenwertenj (j + 1)~%m;~ (1 + 1)~% s(s + 1)~
System 1 und System 2 spannendenselten Hilb ertraum auf. Deswegenkann man die einen
Zustande durch die anderenausdmicken. Der Basiswedsel zwisden beiden Basen
X X3
jismy;lisip = a(j; mj; m;;mg; 15 8)jl; my; s;msiy

m=jlms=js

wird durch die Clebsch-Godan Koetzienten a(j; m;; m;; mg;1;s) vermittelt. Insbesondereist
a(j;m;;m;mg;1;s) = Owennm; 6 m + mg da J, = C, + S,. Zum Beispielist

— A
- 1 1 1 1 - 1 1
T=5m=Sil=Ls=7 2=p§4=_1;m|:0;s:§;ms=§ .
r _— A
2- 1 1
+ 23-1m=1e= 2t o1
3_| 1,;:;“ rlys Zlmsﬂl 2 L
S, 2t o
3 0 3 Vi)

Fir dasWassersto®-fom ohneMagnetfeldist A(r) in Gl. (1.8) geradedas Coulomb-Potertial

desKernesund die Spin-AbhAngigkeit fAllt weg. Der Hamilton-Operator ist dann diagonalim

Spinraum und der Ortsanteil ist durch GI. (1.5) gegelen. Die Energieeigewerte (1.6) hAngen
somit nur von n ab und man kann gleicherma’erSystem1 und System 2 zur Klassi zierung
der ZustAnde verwenden.

1.6.3 Feinstruktur des W assersto®atoms

Sowohl der Spin als auch der Bahndrehimpuls sind mit einem magnetis©ien Moment verbun-
den. Die Wedselwirkungenbeider Momerte miteinander liefert die Spin-Bahn-Weshselwirkung
einenzugatzlichen Term im Hamiltonoperator (1.8).

3 ,
1

Hes = i(r)L ¢S = 5i() 32 (2 &2 (1.13)

Eine relativistische Betrachtung (siehez.B. Hittmair, Kap VI1,5) liefert fi ein Zertralp otertial:

1 1@/

(0= omzgr @
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Nun gilt mit den GIn. (1.9,1.10)
['458; Cz] = 0i(r)~(i Cyéx + Cxéy) und [Assiéz] = 1ij( r)~(ﬁy§x i ngy)

Demnad gibt es keinen gemeinsamenSatz aus Eigenzus@nden von Bsg und C, oder S,
Somit sind m; und mg keine guten Quantenzahlen zur Bestreibung der Energieniveausdes
Wassersto®-foms unter Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Wedselwirkung und System 1 ist
kein geeignetedBasissystemDagegengilt mit den Gin. (1.11,1.12):

[Mse; 32 = 0; [He; I3 = 0; [Fes; £ = 0; [He; 8= 0

Demnad gibt esein gemeinsamesSystem aus Eigenzustinden von Hsg, 32, 5, 32 und &2
Somit ist System2 mit den Quantenzahlenj, m;, | und s zur Besdireibung der Energieniveaus
desWassersto®-foms unter Berdcksichtigung der Spin-Bahn-Wedselwirkung geeignet.

Wie verAndern sich nun die einzelnenEnergieniveausdurch die Spin-Bahn-Wedselwirkung?

2 Grundzustandn = 1;1 = 0; s = 1=2: Dies erlaubt nur j = 1=2. Deswegenversdwindet
der Spin-Bahn-Term wegenj(j + 1) (I + 1)j s(s+ 1) = 0in GI. (1.13)! Keine
Anderung.

2 AngeregterZustandn = 2;1 = 0;1; s = 1=2. M@gliche ZustAndein System2:
ji=3m=831=0s= i, Dannistj(j + 1)j I(I+ 1)j s(s+1)=0
| Keine EnergieAnderung
;m; = 8§41 = L;s= Zi,: Dannistj(j +1)j I(1+ 1) s(s+1)=j2
Absenkungder Energie
;m; =__§%;§§;I = 1;s= Zi,: Dannistj(j +1)j I(1+1)j s(s+1)=1
Erhghung der Energie

~— Nl
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‘ Die Spin-Bahn-Wedselwirkung hebt die Entartung teilweiseauf.
Zusatzlich missenweitere relativistische Terme berAcksichtigt werden. Ergebnis (siehe z.B.
Messiah,Kap. 20.4): q

3
i -+
4

H
®? n
SRL R

Damit hangendie Energie-Niveausnur von j, nicht aber von | ab. (Aufhebung der Entartung
desj = 1=2 Zustandesbzgl. | = 0; 1 durch Strahlungslorrekturen, Lamb-Shift.) Beadite, dass
die Aufspaltung um einenFaktor ®” (d.h. 4 Grévsenordangen)kleiner ist als die Abstande der
NiveausausGl. (1.6) ! Feinstruktur.



Kapitel 2

StArungstheorie

Bisher wurden vorwiegendexakt |Asbare Systemeuntersuct wie der harmonisde Oszillator
oder das Wassersto®-fom ohne Spin-Bahn E®ekte. Dagegensind fast alle realen Probleme
nicht exakt I@sbhar

HAu g ist esdann sinnvoll den Hamiltonoperator in einenexakt Idsbaren(in der Regelzeitun-
abhéngigen)Teil H, und eine (méglichst kleine) Stérung ¥ (t), die audch zeitabhdngig seinkann,
aufzuteilen:
H(t) = Ao+, V(1) (2.1)
Dabeiist , ein reeller Parameterder eserlaubt, die Stdrung langsameinzusébalten. Im Ender-
gebnismussman dann | = 1 setzen.Die Eigenzus#ndeja’i von H, erfilllen
Rojali = E%jali (2.2)

und bilden ein vollstAndigesOrthonormalsystemdesHilb ertraumes.

2.1 Station Are Stdrungstheorie

Seinun ¥ zeitunabhéngig. Gesudt sind die exakten Eigenzusindejai und Energieeigewerte
E. von H. Man entwickelt hierzu diesenach Potenzenin

Ea=EJ+ EI+ 2E2+::: jai = jal% + ,jali + , %adi + :::
was man als Rayleigh-Schiadinger Stdrungsieihe bezeitinet. (Bemerkung: HAu g konvergiert
die Reihe nicht!, dennach liefern die niedrigen Ordnungenin | oft gute NAherungen)Es soll

9elten:(|%+ .V)jai = E,jai, also
. ¢ . ¢-
Bo+ 0 'ja% + jali+ %adi+::: = EQ+ El+ 2EZ+::: %+ jali +  2jadi + i

Sortiert man nach den Ordnungenin ', soerhAlt man in

0(, 9 Rojali = EYjali
o(,) Rojati + Vjali =EQjali + E}ja’i (2.3)
0(,? Roja%i + Vjali =EQja?i + Eljali + EZja’i (2.4)

1z.B. fiéir den eindimensionalenharmonischen Oszillator Mo und ¥ (x) = ®&* mit ®> 0
14
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Multipliziert man Gl. (2.3) mit P} so erhdlt man:

HPj0jali = (EQ; EQHPjati + Elty (2.5)

2.1.1 Nic htentarteter Fall

Ist E{ ein nichtentartetes Energieniveau,dannist EQ 6 EQ filr a 6 b. Damit folgt ausGl. (2.5)
fiv b= a E! = mo%Vvja’i und filk b6 a rboj\'7ja° (E i Ep)hPjali. Da die ungestirten
ZustandejlPi ein vollstAndigesSystembilden, folgt:

X . . 0
jati = —m(;‘\_%a; i (2.6)
bmit b6 a (E3i Ep)

(Es ergibt sich ha%jati = 0 wenn man i) die Normierung hajai = 1 fordert und (ii) die Phase
von jai sowahlt, dasshajai 2 R gilt.) Damit erhdlt man

In der erstenOrdnung der Stédrungstheoriegilt fév einennichtentarteten Zustand ja°i

2 Das Energieniveau versdiebt sich um dem Erwartungswert ha®jVjali desungesirten
Zustandsmit dem Stérpotential.

2 Der Zustand erhdlt Beimischungenandererungestrter Zustande i, wobei die Beimi-
schung stérker ist, wenn E2 V4 EJ.

Multipliziere nun Gl. (2.4) mit ha% soerhdlt man:
I‘a quojai+m°j\'7]a1| = E%ra%ja?i + E} ra_%&zﬁ +E2
=E2ha%ja?i =0 wegenGl. (2.6)
und somit wird mit Gl. (2.6):
PR LS\
a~ "EO: EO
b6 a EOI E
Darausfolgt:

2 Der Grundzustand sdhiebt nach unten
2 Stark koppelnde (he%jVjtPi gro¥s)und dicht nebeneinanderliegende GEO i EYj klein)
ZustAnde sto%sersich gegenseitigab.

2.1.2 Entarteter Fall

Die Zustdnde ji; % mit i = 1;2;:::N haben dieselle Energie E2 im unges#rten System.
Ersetzt manin Gl. (2.3) ja% durch ji; a% und multipliziert mit hj;a% soerh&lt man:

Vi h; a%Vji; &% = Eilad (2.7)
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Dies fdhrt direkt zum Widerspruch falls V;; nicht diagonalist. Da V,; helgmitesch ist, gibt es
einenSatzvon N orthonormierten Eigenspaltenci(”) mitn=1;2;:::N, die i\/jic,-(”) = E(”)q-(”)
erflllen. Wahle nun die neuenEigenzusinde

X
jmati=

ji: &%

von H,, die dengleichen Unterraum wie die Zusténdeji; a% aufspannen.in dieserBasisist nun
0y ; 0; X (m)= (n) X (m)= (n)
I'm;aj\/)]ﬂ;a i G Vi = G E(”)q = E(n)im;n
i j

und Gl. (2.7) ist erfélbar, wobei die Energiednderungenin erster Ordnung der Stérungstheorie
geradedie Eigenwerte der Stdrmatrix Vj; sind.

2.1.3 Beispiel: Der Stark e®ekt

Betrachte ein Wassersto®-fom im elektrischen Feld E = Ee,. Aus dem elektrischen Poten-
tial A(r) = iE z folgt der Stéroperator V = eEz, da das Elektron die Ladung i e hat. Die
ungestrten ZustAnde sind die ZustAndejn; |; mi aus Abschnitt 1.4.2.

Grundzustand

Der Grundzustandn = 1ist nicht ertartet (Spin nicht bendcksichtigt, da keineWedselwirkung
mit dem elektrischen Feld). Die erste Ordnung der Stérungstheorieergibt

z 1 M i 1 1 M : 1
El. =nhooViLooi= drp——exp | — eEzp——exp i — =0;
n=1 V) F’Ta% p i - pTa% P i 2n

da fiv 8z geradedas Vorzeihen wedselt. Die zweite Ordnung ergibt eine Absenkung der
EnergiedesGrundzustandes.

Angeregter Zustand

Der angeregteZustand n = 2 ist vierfach ertartet. Die entsprechenden ZustAnde sind jli =
j2.0;0i;j2i =j21;0i;j3i =j21;i i undjdi = j2;1;1i. Nun wird die Matrix hj¥jji bestimmt.
Aufgrund von Symmetrien versdcwwinden dabei die meisten Matrixelemente.

2 mM%1%mYzjn;I;mi = O fidk m 6 m°
Beweis: Es gilt [(,;z] = [(xPy i YyP«);z] = 0. Deswegenfolgt:
0= m%1%mI[C,; zlin;1; mi = ~(M°; m)M%1% mYzjn;1; mi

Fi& m 6 m®kann man durch ~(m®; m) dividieren und erhdlt die Behauptung.o



Theoretisthe Physik Illa, 13. November 2003 17

2 meI;mjzjn;I;mi = 0
Beweis: Z 1 1
m%1; mjzjn; I;mi = d3rFun0|(r)zFun|(r)lem(u;' )i
Bei Spiegelungam Ursprungr ! j r ist r unverAndert z ! | z und die Kugel®° Achen-

funktionen erhalten den Faktor (j 1)'. Also Andert sich das Vorzeihen des Integranten
und das Integral verstwindet. ©

2 Esqilt:
Z
O N7 — ' 21 £ Of, 1 Qﬂ 1 Ofy et
h2;0;0jzj2; 1;0i = drd' dcosur Fuzo(r) Yo (') rc:ospFun(r)Y1 (Y
z P s M T w1
= drd dcosp—g(cosu)z—pr— 1j L exp iL =i 3ag
4Y, 4 éa‘é ZaB ag
Damit erhdlt man die Matrix
0 1
0 i 3¢Eag 0 O
v %; 3eEap 0 00
L 0 0 0
0 0 00

Die Eigerwerte erhdlt man ausder Sakulamgleichung 0 = det(V; i E4;) = E?[E?; 9(eEag)?]
und man erhalt die Eigerwerte E (™ und zugetBrigen Zusténde:

s 1 ... .

Ei1=i 3eEag I jo = p—é(jll +j2)
E, = + 3ekEag I jai = pl—é(jli i j2i)
Ez=4 =0 3 =j3i; jdi = jdi

Interpretation:  u,; Y. ist filv z > 0 positiv und filk z < 0 negativ. uy Yy ist filv r > 2ap
negativ. Deswegenist die negative Ladung des Elektrons im Zustand jXi durch konstruktive
Bberlagerungder Wellenfunktionen zu negativen z hin versoben. Dies erniedrigt die Energie
fiv positivesE.

2.2 Zeitabh Angige Stérungstheorie

Betrachte nun ein System, das durch Gl. (2.1) bestirieben wird. Nun untersuchen wir das
Verhalten einesZustandes,der zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand ja% prapariert ist. Aufgrund
der Stérung V (t) ist jai kein Eigenzustandvon H, sondernzeigt fir t > 0 eine komplizierte
Zeitabhéngigkeit j2 4(t)i die durch

3

i%ﬁa ()i = Ho+ V(@) j2ai mit j@ 4(t = 0)i = jali (2.8)
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gegelen wird. Da die jiPi ein vollstAndigesSystembilden, kann man screiben:

X
Pa®)i= a0 (2.9)
b

Dabei gibt j2 4(t)j? die Wahrsdeinlichkeit an, das Systemzum Zeitpunkt t im Zustand jb°i zu
“nden. Ziel ist im Folgendendie Bestimmung dieserBbergangs-Whrsdeinlichkeiten.

2.2.1 Wechselwirkungsbild

De nition:  Fir einenzeitunabhdngigenhermitesthen Operator © mit den Eigen-
zustAndenjni und Eigenwerten o, und eine analytische Funktion F(z) de nieren
wir die Funktion desOperators F () als:

X
F(O)=  jniF(o,)mj

n

LAMdMF (z)=dz™.] O®en-

m m!

y _ P
[Eine weitgehendAquivalerte De nition ist F (&) =
sichtlich gilt [O; F(O)] = 0.

Fir B = H, ist die ZeitabhAngigleit einesbeliebigenZustandesj? o(t)i gegeten durch:
Poi= 2u0exp ii—= jPi= jiexp ji—== K 2 y0)jLi
b A I c b

“exp 1109 ja (= 0)

Zur Behandlungder Stérung ¥ (t) wollen wir die Dynamik mit H, exakt behandeln.Deswegen
maden wir den Ansatz: A !

(i =exp | i@ 2 Y (i

Dann folgt aus Gl. (2.8):

A ! A ! .
h 3 i
i~@jaw(t)i :i~—@exp i@ j2(t)i = exp i@ i Boia( )i+ Ho+ V() 2D
Q@ Q@ ~ ~
=0 (0 " ()i
" " (2.10)
A A ! A At
mit dem Operator im Wecselwirkungsbild Y% (t) = exp iTOt V(t)exp i iTOt
(2.11)

Im Wechselwirkungsbild (Index W) haben die ZustAnde und Operatoren eine modi zierte
ZeitabhAngigkeit. Dafiy taucht H, nicht mehrin der Bewegungsgleibung der ZustAnde auf.

23uch als Dirac-Bild bezeidinet
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2.2.2 Fermi's goldene Regel

Im Wedselwirkungsbildkann man GI. (2.8) formal durch
1 Z
Wi = j@ W) + = dt®OW (t9j2 W (t9i
0

I8sen.Nun entwickeln wir in O(V) und erhalten:
Z t
ami=ge )i+ Il dt®0™ (19j2 3 (0)i + O(¥?)
~ 0

Nun ist j2 W(0)i = ja’ aufgrund der gegelenen Anfangsbedingung. Damit wird bei Ver-
nachlassigungvon O(¥V2):
1 Z t 1 Z t IJ EO . ﬂ
hPja W (t)i = #up+ = dtHPjOW (19ja%i = up + = dtexp i ato hPj¥0 (19 2C
0

0

Die @bergangs—Wahrscheinlic_hkeitst durch

= 2 = >
Par b(t) = j%j2 o(t)ij 2 = HPje Motmja W ()i~ = & EEHPja W ()i~ = jhdja ¥ ()i

gegelen. Betrachte nun ein Stédrung der Form

V)= Fe !
Dann gilt fiv a6 b u q
1. . - 052 | EEOl .
Pa () = SjhPjFja’j °D !

mit _ _

th __2 :' 1 __2 — it AR 2 . zi | ¢

Z N L T 1, @2ty @2 t”  4sin® ¢ 5t

| = — o¢!t0_:_7l — = =t I = 2
Di(¢ 1) Odté i¢ ! = i¢ ! - ¢!2

Nun nimmt D¢(t) nur im Intervall j 2%t < ¢! < 2V#t gro¥aeWerte an, wobei das Maximum
D.(0) = t? stark anwAdst. Fernergilt  dxD(x) = 2¥4. Deswegende nieren wir die Funktion

w1
Y=
2B = Pt =

diefdw t! 1 in die +Funktion Bbergeh.
Wir betrachten nun zwei relevante Falle:
Ein zeitlic h konstantes Stérp otential ¥:

Indem wir ! = 0 setzenerhalten wir die

Mittlere @bergangsate von Zustand a nach Zustand b bei einem zeitlich konstarten Stérpo-
tential

Pa b(t)

i a () = = —Jhboj\'7]a ij?%(EQi ED) Fermi's goldeneRegel (2.12)
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Ein perio disches Stérp otential ¥ mit Frequenz ! :
Da Y (t) hermitesh sein muss, setzenwir
V()= Fe '+ Fre't

Indem wir beide Terme separatbetrachten, erhalten wir die

Mittlere ﬁbergangsate von Zustand a nach Zustand b bei einem periodischen Stérpotertial
mit Frequenz! :

1 1
L ot) = PRI 28 (ES | B0 1)+ NPiPYjalij 2 (ES B0+ ~1):  (2.13)

Die beidenTerme bestreiben die Absorption und die Emission einesQuantesder Energie ~!
aus dem Wedselfeld.

In beiden FAllen kann man %(E2 i EJ i ~!) durch die +-Funktion ersetzen,wenn folgende
Voraussetzungererf@llt sind:

2 Eswird #@ber ein Kontinuum von Endzustdndenj®i oder Frequenzen! integriert.

2 Die Beobadtungszeitt ist solange, dassdas Matrixelemert jh?j¥ja%j bzw. jhPjF, jalij
im Bereich der zuldssigenEndzustdnde b (oder Frequenzen! ) jE2 | E28 ~1j . 2Yr=t
nAherungsveisekonstart ist.

2.2.3 -Zerfall des Neutrons

Die Elemertarteilchen sind keine Eigenzustindeder sciwaden Wedselwirkung, die Bbergénge
zwishen vershieden Kombinationen der Teilchen bewirkt. Fé¢ den ~-Zerfall des Neutrons
spielenfolgende(Viel-)T eilchen-Zustnde eine Rolle:

2 Ein Neutron (in Ruhe):
Zustand ja°i mit EnergieE?Q = m,c?

2 Ein Proton (fast in Ruhe) + freies Elektron mit Wellervektor k. + freies Antineutrino
mit Wellervektor ko: p
Zustand jBPi = jke;koi mit Energie EQ = mpc? +  m2ct + ~2c?kZ + ~cjkoj (Annahme:
MassedesNeutrinos ist Null oder vernaclAssigbar)

Ferner nehmenwir an, dassdas Matrixelement jhke; ko jVsguwach. ww jalij2 = g2 konstart ist.
(Dies ertspricht einer punktf drmigen Wedselwirkung, wie sievon Enrico Fermi 1934angenom-
men wurde). Betrachte nun die Bbergangsratein ein Intervall d3k, um den Impuls pe = ~Ke
desElektrons:

Z
| o M, S \
o K, = H{%} g ]t(mpcz+ m2ct + p2c2 + ~Gkoj mnczgd Ke
i dke Cs ke (mai )i - MO RIS = =0
g2 P I,
:% (Mp mp)czi mact + p2c  d’ke

Dies ergibt eine charakteristische ImpulsabhAngigkeit.
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2.2.4 Strahlungs b ergange

Betrachte ein Wassersto®-fom mit dem Hamilton-Operator H, (1.5) und den Eigenzustinden
jai = jn;1; mi. Eine elektromagnetisbe Welle fester Frequenz! 14sstsich in Coulomb-Eichung
durch die elektromagnetisben Potentiale

A(r;t) = %EO(! ycosk(!)¢rj !'t) und "(r;t)=0

bestireiben. Mit Gl. (1.8) erhalten wir den Hamilton-Operator

5

)£ Eo(' ) e|(k(| )i lt) g i(k(!)arj !t)¢ + O(Eg) (2_14)

Fiv Licht ist k = 2¥&, » 2¥#600nm Dagegenist die atomare Ausdehrung » ag = 0:0529nm,
und atomare Impulse sind von der Gr@¥zenordang ~=az . Deswegensind Termemit kr (in den
Exponertialfunktionen) sowie der Spin-Term (Sk » ~2¥&600nm¢, p) in einererstenNAherung
vernadlAssigbar.

Fiv den @bergang zwisdhen zwei atomaren Niveausa und b erhalten wir aus Gl. (2.13) die
Bbergangsrate

2/— e
ia b(t) = —4

E o
*bOJEo(')¢DJaI— H(EQi E2i ~1)+ x(EQi EJ+ ~1)

Dies zeigt, dass das Strahlungsfeld Energie in Paketen der GréYse~! (Photonen) mit dem
Atom austausdit. Entsprechend nennt man die Prozessalie Absorption einesPhotons bzw. die
EmissioneinesPhotons durch das Atoms.

Mavageblib fiv die Abergangsrateist das Matrixelemert, dasfév ja%i = jn;I;m;si und jb°i =
jin%1%m®sY lautet

HPjpja%i = M 1% mS m&me=[Ao; #ljn; 1; m; mai = Me=(Eyo Er?l)[n“,l“,m(% m%jzf‘jn;l;m;msj

. 1
—Igdba

Mit Hilfe der Eigenstaften der Kugel® Achenfunktionen kann man zeigen,dassdas Dipolma-
trixelementdp, = 0 au¥sefilv 1°= 18 1, m2= mgund m°=2 fmj 1;m;m+ 1g verstwindet.
Bei der WedhselwirkungeinesAtoms mit elektromagnetisber Strahlung der Frequenz! erhalt
man in der DipoInAherung(e”“lr Yal und ~k ¢, p) die Bbergangsrate

2Y4—E, ¢d a
2 b= o EED ) EO) ~1)+ HED) EQ+ 1)

zwisden zwei atomaren Niveausa;b. Die méglichen Prozessesind die induzierte Absorp-
tion und die induzierte Emission einesPhotons mit dersellen Rate. Dabei lauten die
Ausw ahlregeln ¢1=81,¢m=0;81und ¢ mg= 0.
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Berdcksichtigt man die Quantisierung des elektromagnetisben Feldes,soist FY 6 F und
die Bbergangsratenunterscheiden sich fér Emission und Absorption. Ist das Feld nicht im
Grundzustand,sotreten wie obendie induzierte Emission und induzierte Absorption mit
derselkenRate auf. Dazukommt aber noch die spontane Emission , die aud im Grundzustand
desFeldesmg@glich ist (Stédrung durch Vakuumeuktuationen desFeldes).

Berdcksichtigt man die hdherenTermeek® ¥4 1+ ik ¢r, soerhAlt man die elektrischen Quadru-
poldbergdngeund die magnetisthien Dip oldbergange,zu denenauch der Spin-Termin Gl. (2.14)
beitrAgt zur. In beidenFAllen erhdlt man andereAuswahlregeln.



Kapitel 3

Mehrteilc hen-Quan tenmec hanik

3.1 Unterscheidbare Teilchen

3.1.1 Zwei Teilchen unter VernachlAssigung des Spins

Betrachte ein Elektron (e) und ein Proton (p). Zweiteilchen-Wellenfunktion @( re; ry;t) mit der
Interpretation:

_ Wahrsdeinlichkeit ein Elektron im Volumen ¢ 3r. um re und

3( reifpit)j2¢ 3ret Srp = : -
A TeiTpit)] ®" "P ein Proton im Volumen¢ 3r, um rp zu nden.

Dabei gilt natérlich die Normierung
Z

Bred®rpj2( re;rpt)j% =

Die Operatorenk@nnendann auf beide Teilchen wirken, z.B. lautet der Operator des Gesant-
impulsesin Ortsdarstellung: lsges= ~=i(r . + r ,), und sein Erwartungswert:
Z e
HSgesi = d3red3rpa( re;rp;t)uT(r re T T rp)a( re;rp;t)

Der Hamilton-Operator des Systemsaus Elektron und Proton lautet:

2 M @T[Z 2 M @ﬂz e2
i —

2m. @. 2m, @, @' ARolei fpi

(3.1)

0= i
Gesutt sind die Ldsungender stationdren Scrédingergleitiung
ﬁoa( re;rp) = E3(resrp)

Fiéhre hierzu die Schwerpunkt-und Relativkaordinaten R = (Mefe + Mprp)=M undr = rej rp

23
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mit M = me+ my, ein. Dann gilt:

@#R r)——a(R r)— —@a( R;r)
M 2 [P 3 T
@ _ __@ me?,,@,@ me = @ _
u@eﬂa(Rr) u@aﬂa(Rr)M' 2@¢ a(Rr) +H@ﬂa(R,r)
@"? e my2 @ @ m, " @2, _.
@, "AR;r) ®R A R;r) o 2@¢@#R r) + @ A R;r)
Damit folgt: i |
2 |J' T[Z ~2|J' ﬂZ ’
@ @ i ¢ A R;r)

|il R: = : ~_ il _
TRN= oy &® "2 @ | B
mit der reduzierten Masse! = Mo separiertalsoin den Variablen R;r und
man kann einen Produktansatz in der Form: u q
~2K2
€T Aum(r) mit HoX R;r) = +En AR

(1=me + 1=m,)i !

a~( R; r) = (21@3 =2
madhen, wobei E,, und 2 ,,(r) die Energie-Eigenverte und EigenfunktionenausGl. (1.6) sind
wobei m, durch ! ersetztwird. Der gebundeneZustand verhdlt sich wie ein freies Teilchen mit

der GesantmasseM .

3.1.2 Allgemeine De nition
m(re) und Ay, (rp) Basender jeweiligen Einteilchen-

Seiennun im vorhergehenderBeispiel '

HilbertrAumeH, und H,. Dann erhdlt man: 5
X 4 . -
(reilpt) = G(rea)A(rp) mit ci(ret) = dPrpAn(rp)?( reirpt)
X | z
= d°re' (re)Cn(re;t)

= Cmon (1) m(re)An(rp) mit  Cmn (t) =

m;n

Damit ist?( re; rp;t) ein Elemert desProduktraumesH¢-H , derbeidenEinteilchen-Hilbertraume

Dies motiviert die folgendeDe nition:
Die quantenmedanisen ZustAnde einesSystemsvon N unterscheidbarenTeilchen (mit den
.- Hy derentsprechenden

Nummernl;2;:::N) sind Elemerte desProduktraumesH ;- H,-
Einteilchen-HilbertrAume.
+ O0j Basender jeweiligen Einteilchen-Hilbertr Aume, dann |Asst sich ein allgemeinerN -

Seienj
Teilchen Zustand in der FormX
! (1)| J' (2)| J' (N)l

ja I = Cnl;nz nNJ

ni;iny
mit beliebigenkomplexen Koeztzienten c,,..., darstellen. Die Stelle im Produkt ertspricht

dabei einer Nummer des Teilchens. Das Skalarprodukt ist fi&v die ProduktzustAnde j2 i =
j'"i- jA undj=i = j'~ - jA durch =j2 i = H~' ihAJA und fidv beliebigeZustande Bber das

Distributivgesetz de niert. Man beadte, dasssich nur wenigeElemerte desProduktraumesals

direktes Produkt j' i - jAi darstellenlassen.
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3.1.3 Beispiel: Hyp erfeinstruktur des H-A toms

Elektron und Proton sind Spin-1/2 Teilchen. Deswegen setzt sich eine Basis der jeweiligen
Einteilchen-HilbertrAume in der Form j2 o-ji = ' (re=p)A%(e=p zusammen,wobei A2 = j+i
und Ai 222 = jii die Spinfunktion ist. Der Hamilton-Operator Ho aus Gl. (3.1) ist dann mit
den Zustanden

jO1i = Ayo(r)A¥2(e) - A¥(p) j©0 = Ayo(r)Ai 2(e) - Al(p)
j©si = Ayo(r)A(e) - Al 1(p) j©4i = Agoo(r)Al 2(e) - Al 2(p)
vierfach entartet. Mit dem Spin desElektrons und desProtons (g, = 5:6) sind jeweils magneti-

sche Momerte verbunden,die miteinander wedselwirken. Dies ergibt einenzusétzlichen Term
V' = f(rej_rp)5:¢5, im Hamiltonoperator. Die Stérmatrix ergibt sich ausden Matrixelemerten
Z Z

jOjii = dre dPrpASeo(r)f (1)Awo(r)A (€) - AT ()(5280 + 5280 + 828P)AT (6) - AT (p)
| {z }
=fq

Nun folgt aus der Darstellung des Spinsmit den Paulimatrizen
(528 + Sy5p + SESDAZ(e) - A(p)

= SA(e) - JAHp) + GA () - A )+ SRS - A
p‘ ~ﬂ 2. ¢ p‘ ﬂ 2

= 5 AYHY- A(p)i AT - A(p+ Ae - AP = S o
usw. damit erhalt man die Matrix: 0 L
1 0 0 O
i = g H Tzg i1 2 0
J ” - 0 2 | 1
O 0 0 1
mit den Eigernwerten E; = j 3f¢~?=4 und E34 = fo~?=4. Man hat also eine Aufspaltung des

Grundzustandesum 4f ,~°=4 = 6! eV, die man als Hyperfeinstruktur bezeitinet. Der zugetbrige
Eigenzustandmit der Grundzustandsenergide; ist

P i~ . - ~ ¢
j2 i = pl—é(J@zi | [051) = Awo(r) | Al2(e) - Ai1(p) i Al 12(e)- AM(p)

weldher den Gesantspin S = 0 hat.

3.2 Identische Teilchen

Betrachte einen Einteilchen-Hilbertraum H mit Basisjai. Der N -Teilchen Produktraum, der
sich ausidentischen Teilchen zusammensetzt, ist danndurch H - H - :::H (N-mal) mit den
Basiszusfinden
jaqi - ffﬁl - - Janl = jagap;iianid (3.2)
Zustand von Teilchen 2

gegelen.
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De nition: Fiv einegegel®nePermutation » = (n4;ny;:::ny) derZahlen(1;2;:::N)
vertausct der Permutationsorator P, in dem N -Teilchenzustanddie ertsprechen-
den Teilchen-Zustnde, d.h. Iﬁ»jal;az; ciianl = jang;an,; :anNi.1 Eine Transpsi-
tion ‘ﬁj ist einespeziellePermutation, die lediglich die ZustAndei undj miteinander
vertausdt. Es gilt: JedebeliebigePermutation |Asstsich ertwederals Produkt von
einer geradenoder ungeradenAnzahl von Transpositionendarstellen{ Man spricht
von geradenoder ungeradenPermutationen mit 3% = 8§ 1.

Physikalisch relevante OperatorenhAngenvon allen Teilchen-Koordinaten in gleicher Weiseab,
da man sonstdie Teilchen unterscheidenkdnnte. Desvegengilt:

B,A1: 2 N)jag a1 rani = A2 :N)Pyjag; a i it ani

Da insbesonderdf ; T;; ] gilt, folgt: Ist zu einemZeitpunkt j2 i ein Eigenzustandvon Tj , sogilt
dasfik alle Zeiten. Da 1—\”2 = 1 sind die mdglichen Eigenwerte von T\ij geradel und j 1.

Symmetrisierungs-P  ostulat:

2 Systemevon Teilchen mit ganzzahligenSpin (Bosoner) sind Eigenzus#ndealler Trans-
positionenmit Eigerwert 1 (also auch aller Permutationen).

2 Systemevon Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) sind Eigenzustnde aller
Transpositionenmit Eigerwert j 1 (d.h. Eigenwert 8§ 1 fi gerade/ungeradePermutatio-
nen).

Die Basiszusinde(3.2) erféllen das Symmetrisierungs-@stulat nicht, wennnicht alle Zustande
a identisch sind. Aus ihnen lassensich aber symmetrisierte und antisymmetrisierte Zustande
wie folgt konstruieren:

2 Symmetrisierte Basis-Zus#nde félv Bosonen:
. . 1 X .
jaj @y ianis = p——— Pjajaani

NT = ng!

»

wobei n, angibt, wie oft der Zustand a im Vielteilchenzustanderthalten ist.

2 Antisymmetrisierte Basis-Zusinde félv Fermionen:
X

. . 1 . .
jag;ag;iiania = p—m 3V%Iﬁ»Jal;az;:::aNl
was man auch als Slater-Determinante  _ _
Jaiir jagii il janiiz—
) ) 1 Hayi jaoi o jania—
jaj;a;:iiayia = pﬁg..l.z...!.?.Zﬁ.......]?f“..z.:
jalin jagin iii Janin

schreiben kann, wobei der zusétzliche Index die Stelleim Tensorpralukt darstellt.

IHier werden die Zustande der Teilchen vertausdt. Dies entspricht einer Vertausdung der Teilchen mit der
inversenPermutaion » !
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Nach Konstruktion ist jaj;ap;:::ania = O, wenna = a fiv i 6 | gilt. Daraus folgt das
Pauli-Prinzip, dasbesagt,dasszwei Fermionennicht in demsellen Zustand sein dixfen.

3.3 Auswirkung der Antisymmetrisierung

Im Folgendenwerdennur zwei Teilchen betrachtet. Das Ergebnisist aber allgemein.

3.3.1 Einteilc hen-Op erator

P
Betrachte den Einteilchen-Operator: O(1;2;:::N) = L, O(i), der in gleicher Weiseauf alle
Teilchen einzelnwirkt.

Fiv den Erwartungswert einesantisymmetrisierten Zustandesgilt:
a0l 2)jaitia =5 (reshj i thia)) O(1) + O@) (ashi i jbiai)
3
1
=2 e hOiah i ha;bO(1)jb;aj
> [ﬁb.l{(z)l q.p&{gn 3
= hajOjaihbjbi = hajOjai = hajOjbihbjai =0
i Hb;ajO(1)ja;bi + Hb;ajO(1)jb:ai + gleiche Termemit O,
=hgjOjai + Ojhi = ha; HO(L; 2)ja; bi

Die Erwartungswerte von Einteilchenoperatoren Andern sich durch die Antisymmetrisierung
alsonicht.

3.3.2 Zweiteilc hen-Op erator

P
Betrachte den Zweiteilchen-Operator: O(1;2;:::N) = 3 [, O(i; ), der in gleicher Weiseauf
alle Paare(i; j) von Teilchen wirkt.

At O 2)jaitin =2 (Feiti i Hoial) O(L 2) Gashi i jbiai)

=5 MO 2)aibi | MO 2)bial | (DO, jastj + [bial O 2)bia)
=ha;hjO(1;2)jb;ai = ha;bjO(1;2)ja;bi
= [a;bjé({lz- 2)jaiy i [B; bié({lz' 2)jbia)
Direkter Term Austausch-Term

Hier erhalt man durch die Antisymmetrisierung einenweiteren Term, den Austausch-Erm, bei
dem der Zustand mit dem vertauscten Zustand wedselwirkt.

Betrachte nun die Elektron-Elektron-Wedselwirkung

e

O(i:j) = ARoiti | 1]
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und die Einteilchen-Zustndejai = ' 4(r)A% und jbi = ' ,(r)A®. Dann erhalten wir:

Z Z
A e N 5 Ae aNiD PYPUP e
A 0L 2)jasbia = dry Pryj a(rl)JziA_{g-)_JfJ b(rz)lzii{gﬂf BT T
Z Z 3 » 3 - ‘ &
i dry Pt a(r) o(ry) [AR@QPAPD) " p(r2) alr2) [A*Q)PA=(2) BN

(3.3)

Der erste Term besdireibt die klassistie Wedselwirkung zweier Ladungs\erteilungenmit den
Dichten j' a(r1)j? und ' p(r»)j?. Falls s, = s, haben die Spinsdie gleiche Ausrichtung und man
erhdlt einenzweiten Term (die Austausch-Wehselwirkung der die Energie absenkt.



Kapitel 4

Atomph ysik

4.1 Zentralfeldmo del und Perio densystem

Das Atom ist ein Vielteilchenproblem bestehendaus dem Kern mit OrdnungszahlZ und N
Elektronen (N = Z beim neutralen Atom).

Vernadhlassigedie BewegungdesAtomkernes.Dann lautet der Hamiltonoperator:

XM el x e

ﬁ(l’l; oL I’N) = - 2&16 i 41/Zojrij + B m + Iquin-Bahn + Iqrelativistisc h (4-1)
1= {z b —fz——)
Einteilc hen-Hamilton-Op erator ee-Wechselwirkung

Wir nahernnun dasKernpotential und die Wedselwirkungmit denanderenN j 1 Elektronen
durch ein e®ektiveskugelsymmetristies Einteilchen-Potential A(jrj; N;Z), dasZentralfeld, und
setzen:

ﬁ(l’l; SHIVE Iqo(rl; iirn) + \7(I’1; LiirN) |quin-Bahn + |qrelativistisch (4.2)
mit dem Einteilchen-Operator
oo 02 1
Ro(re;:iirn) = ~ Z—rrlle + A(jrij;N; 2)
und der Stérung
X e Wkt oze oo T
V(ry:iiry) = + A(rij;N;Z)

BRojrii N ]

i<j
die durch eine geeignetewahl von A(jrij; N; Z) méglichst klein seinsoll.

Da H, in den Koordinaten separiert, und nicht vom Spin abhangt, kann man die Gesant-
wellenfunktion als Produkt von Einteilchen-Zust#nden (mit Index i = 1;:::N) der Form
R (ri)Y,™(u;" i)A™s(i) schreiben. Da die Elektronen identische Teilchen sind, muss die Ge-
santwellenfunktion antisymmetrisiert werden. Dabei ist die Gesantenergie die Summe der
Einteilchen-EnergienE,,, vergl. Abschnitt 3.3.1. Die Quarntenzahlenn und | werden analog

29
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zum Wassersto®-fom sortiert (n = |+ 1+Anzahl der Knoten, sodassl 2 f0;1;:::nj 1g). Fiv
die Drehimpulsel = 0;1; 2; 3 verwendet man die Kleinbuchstaben s; p;d;f . Allerdings nimmt
nun die Energie bei festemn mit | zu. Dies kann man so verstehen,dassdie Radialfunktio-
nen R, mir steigendeml in der NAhe desKerns eine geringereAufenthalts-Wahrsdeinlichkeit
haben, und somit nur ein durch die anderenElektronen abgeshirmtes Kernpotential spéven.
Im Grundzustand werdennun die Niveausmit den niedrigsten Energienbesetzt. Damit erhalt
man folgendeReihenfolgeder Energieniveaus:

1s, 2s, 2p, 3s, 3p, [4s,3d], 4p, [5s,4d], 5p, [6s,4f, 5d] 6p

2 2 6 2 6 2+10 6 2+10 6 2+14+10 6
Dabei unterscheidensich die Energiender eingeklammertenMultipletts nur sdiwad, was ins-
besonderezu Unterschiedenzwisthen Atomenund lonengleicher Elektronenzahlfihrt. Z.B. hat
Mangan(Mn, Z=25) 1s?; 2s?; 2p®; 3s?; 3p°%; 4s?; 3d°, Eisen(Fe, Z=26) 1s?; 2s?; 2p°; 3s?; 3p°%; 4s?; 3d®
aber das EisenionFe' 1s?; 2s?; 2p%; 3s?; 3p°®; 4st; 3dP.
AbgestlosseneSdalen zeigeneineradialsymmetrishie Ladungs\erteilung, wasausden Eigen-
schaften der Kugel® Achenfunktionen folgt.

4.2 Grobstruktur

Betrachtet man die Vielteilchen-Wedselwirkung V aus GI. (4.2) als Stérung, so ergibt sich
eine Versdiebung der Gesanenergienund eine Aufhebung von Entartungen. Dabei zeigt ein
Atom mit abgesblossenenSdalen wegendes Pauli-Prinzips keine Entartung. Im Folgenden
konzerrieren wir uns auf teilweisegeflite Schalen.

Beispiel: Kohlensto®hat keine Entartungen in den gefillten Schalen 1s?; 2s%. Da-
gegenhat man in der 2p Schalie gwei Elektronen in 2(2 + 1) = 6 verfiélgbaren
Zustanden. Diesekdnnendurch g = 15 m@gliche Kombinationen besetztwerden.
Jede dieser Kombinationen entspricht einem antisymmetrisierten Produktzustand
der Einteilchen-Wellenfunktionen.

Die Stdrung durch die Vielteilchen-Wedselwirkung hebt die Entartung auf. Die neuenEigen-
zustandesind Linearkombinationen der einzelnenSlater-Determinarten ausProduktzustanden.

4.2.1 Klassi k ation der Vielteilc hen-Zust Ande

Es gilt [Ho; (] = 0, da Ky sich aus der Summe zertralsymmetrischer Einteilchen-Hamilton-
Operatoren zusammensetztNun ist

1 5
jrii rjj

M
= £ |

e -
i

. — = T —rrE£r. 60
jrii @ i ot

i
Demnad kommutiert ¥ nicht mit den einzelnenDrehimpuls-Operatorenund eslAsstsich keine
gemeinsamdasisausEigenzusiindengler (7 und Ho+ ¥ [ausGl. (4.2)] konstruieren.Dagegen
gilt mit dem GesamtdehimpulsCges=  C;.
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Also folgt: [qjes;\’)] = 0 Ebensokommutieren ¥y und ¥ mit allen Komponerten des Gesamt-
spinsSges= ;5.

Deswegengibt eseine gemeinsameBasisder Operatoreno + 0, 2., Cgeez, S2.q und Sgee;,
die durch die QuantenzahlenL; M| ; S; Ms (GroYbubstaben fiy die jeweiligen Gesanidrehim-
pulse) klassi ziert werden.

Folglich lassensich die Eigenzusénde der Stérmatrix hjVjji in Multipletts mit den Quanten-
zahlenL (dargestellt durch die Gro¥bubstaben S;P;D;F;G;H ::: fiv L = 0;1;2;3;4;5::2)
und S mit (2L + 1)(2S + 1)-facher Entartung einordnen.DieseZustAndebezeitinet manin der
Spektroskopie mit @S*D |,

Dabei werdendie méglichen Kombinationen durch die folgendenForderungeneingesbrankt:

2 Die Zustande méAssenals Linearkombinationen der Produktzustande der Au1/4§rer8chale
darstellbar sein. So kann z.B. L nicht gré¥ersein als die maximale Summe  m; der
z-Komponerte der Einteilchen-Drehimpulse,da M|, = L im Multiplett seinmuss.

2 Die Gesantwellenfunktion muss total antisymmetrisch beziglich der Vertausdwung der
Teilchen sein. Demnad ist entweder der Spin-Anteil symmetrisd und der Bahnartell
antisymmetrisch oder umgelehrt.

Tednisch féhrt man diesanhand desYoung-Stiemasdurch (Landau-Lifschitz).

Beispiel: Kohlensto®mit der Kon guration 1s?;2s?; 2p.

Die zwei Valenzelektronerhabenm; = j 1;0; JP damitist , m; - 2und essind
nur L = 0; 1;2 m@glich. Ebensoist im Spinraum , mg(i) - 1 und eskommennur
die Gesantspins S = 0; 1 in Frage.

Die Bahnfunktionen zum Gesantdrehimpuls L = 0;2 sawie die Spinfunktio-
nen zum Gesantspin S = 1 sind symmetrisd, ansonstensind sie antisymmetrisch.
Deswegenkommennur die ZustAnde S (einfach ertartet), 3P (neunfad ertartet)
und D (fAn®ad erntartet) in Frage.Zusammensind diesdie 15 Eigenzustnde der
Stdrmatrix.

4.2.2 Hund'sc he Regeln

Die Frage, welches der Multipletts die niedrigste Energie hat, beartworten die (empirischen)
Hund'schenRegeln

1. Je grdv4elS, destoniedrigerist die Energie.(Fir den Zustand mit Ms = S bedeutetdas,
dassmg@glichst viele Spinsder Einteilchenzustindems = 1=2 haben, also parallel stehen.)
Dies |Asstsich durch eine méglichst starke Austausdhwedselwirkung motivieren.

2. Bei gleichem S liegt die Energie um so niedriger, je grévserl ist.

Beispiel: Fir dasKohlensto®atonmbedeutetdas,dassdas®P Multiplett denGrund-
zustand, das 'D Multiplett den erstenangeregtenZustand und das *S Multiplett
den zweiten angeregtenZustand bildet.
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4.3 Feinstruktur

Durch den Spin-Bahn-Term in Gl. (4.2) wird die Entartung der Multipletts weiter reduziert.
Entsprechend dem Wassersto®atomn Abschnitt 1.6.3 gilt nun fiv den Gesantdrehimpuls
jges: Cges"‘ éges

[jges; Ii‘] = O; [CSes; IQ] = O; [éSes; lq] = 0;
und die QuantenzahlenJ; M ;;L; S sind gute Quantenzahlen.Dabei kannJ die WertejLj Sj -
J - L+ S annehmen.Fi festeL; S spaltendie Energieniveausbeziglich J auf. Die ZustAnde

werdenmit @S*D L ; bezeidinet.

Dabei gilt, dassim niedrigstenMultiplett fir wenigerals halb gefllite Schalen, die Energie mit
J wAdst, ansonstenfAllt sie (sieheLandau-Lifscitz).

Fiv das Kohlensto®atombedeutet das, dassdas 3P Multiplett in 3 Zustédnde 3Py,
3p,, P, aufspaltet, die nach wachsenderEnergie geordnetsind.

Anmerkung:

Hierbei wurde vorausgesetzt,dass Iqspin_gahn eine kleine Stdrung der Grobstruktur ist, d.h.
Iqspin_Bahn ¢ V. In diesemSinne wurde angenommengdassman sich auf den entarteten Un-
terraum mit festemS und L besdrankt. Dies bezeitinet man als LS -Kopplung (auch Russel-
Saunders-Kopplung)und ist fiév leichte und mittelschwere Atome gereditfertigt.

Umgelehrt gilt fiir sehrschwereAtome M spinsann A V. Dannist essinnvoll, erstdenEinteilchen-
Hamilton-Operator Ho + Iqspin_Bahn zu diagonalisieren.Dieservertausdit mit den Einteilchen-
Gesanmdrehimpuls-Operatorend; = C; + &;. Deswegenkann man die ZustAndenach den Quan-
ten7(3hlenji (Eigerwert j (j + 1)~2 bzgl. 32) klassi zieren. Stérungstheoriebeziglich ¥ spaltet
die ~,(2j; + 1){fach entarteten Zustande auf, was man als j j -Kopplung bezeitinet.

4.4 Allgemeine Behandlung von Vielteilc hen-Systemen

In vielen Systemen(Atome, Molekle, Festkérper) dominiert die Elektron-Elektron Wedsel-
wirkung das Verhalten. Solde Systemesind nie exakt Iésbar. HAu g verwendet man folgende
Hierarchie um die Ursade versdiedenerE®ektezu klassi zieren:

Hartree-N Aherung: Betrachte ProduktzustAnde ausgeeigneterEinteilchen-Zus#éndenunter
Beaditung desPauli-Prinzips.

Hartree-F ock-N Aherung: Betrachte antisymmetrisierte Produktzustande, die Korrektur in
der Energie (vergleithhe Abschnitt 3.3.2) bezeitinet man als Austauschenagie E.

Korrelationse®ekte: Die ,wahrd Vielteilchen-Wellenfunktionist eineLinearkombination von
vielen antisymmetrisierten ProduktzustAnden. Dies fdhrt zu weiteren Korrekturen in der
Energie, die man als Korr elationsenegie E.. bezeitinet, und oft schwer abshatzbar ist.

Eine beliebte NAherungist die Dichtefunktionaltheorie (siehez.B. Scherz), in der man ein e®ekti-
vesEinteilchen-Potential konstruiert, dassavohl die Austausd als auch die Korrelationsenergie
(zusammenE,.) nAherungsveisebenicksidhtigt.
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Kapitel 5

Prinzipien der Thermo dynamik und
Statistik

In der klassistien Medchanik wird ein System durch Angabe der Orts- und Impulskoordina-
ten bestirieben (z.B. Zustand des Sonnensystems Positionen der Planeten). Entsprechend
wird in der Quantenmedanik ein Systemdurch die Angabe der Quantenzahlen (bzw. Line-
arkombinationen solder Zustande) charakterisiert (z.B. Das Atom durch Gesant-Drehimpuls,
Gesantpin, etc). Diesist jeweils eine vollstAndige Bescheibungdes Systems.

Bei makroskopischenSystemenist eine solde vollstAndige Besdreibung weder méglich noch
sinnvoll. Z.B. wei¥zman genau,was man bekommt, wenn man ein Glas Whisky in der Kneipe
bestellt. Hier gendgt die Angalte wenigerinformationen (Volumen, Marke und Temperatur) um
das Gewdnscte sehrgenauzu besdreiben.

Ziel der Thermodynamik ist es zu untersudhen, welche Angaben notwendig sind, um solde
makroslopisthen Systemezu charakterisieren. Hierzu gelt man wie folgt vor: Anstatt eines
de nierten Zustandesmit festen Koordinaten bzw. Quantenzahlen untersucht man ein En-
semblevon solchenZustdnden in dem man jedem Zustand eine bestimmte Wahrsdeinlichkeit
zusareibt.

5.1 Einf #hrendes Beispiel

Betrachte ein Wasserfassnit VolumenV und N gelbsten Teilchen. Nun soll ein Teilvolumen
V; = V=M abgetrennt werden.Wie viele Teilchen sind darin?

LAsung:

1. TeiledasVolumenin M gleiche Zellen auf. JedesTeilchenkannin M Zellensein! MN
mdgliche Kombinationen (Zustande).

2. Bestimmedie Anzahl F (N,) der m@glichen ZustAnde mit N, Teilchenin V;

2 Wahle N; Teilchen aus:'N'\'l M#glichkeiten mit dem Binominalkoe+zient
My T _ N!
N:i  Ny!(Nj Ny
34
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2 (N j Nj) Teilchen werden auf die anderen(M j 1) Zellen verteilt: (M j 1)Ni N
Mdglichkeiten

: : in¢ NN
Als Ergebnishabenwir F(N;) = " (M j 1)1 N, Probe:

X X UN‘H |
F(Ny) = g, T g = @e Mg )t = MY e
Nl:0 N]_:O 1
Py in® . v
da(a+ bV = i=0|l\il AN

3. Annahme: Jeder Zustand tritt mit der gleichenWahrscheinlichkeit1=M N auf. Dies ist
nicht erfilllt, wenn die Teilchen geradean einer Stelle eingefigt wurden. Fir normale
Systemetritt aber nacd einiger Zeit eine Gleichverteilung durch Di®usionsprozessauf.

4. Damit erhdlt man die mittlere Teilchenzahl

2 3
H in U
N M 1 X N
I‘Nll :M—N N]_F(Nl): Nll ) Ny N, ®N1§
N1=0 1=0
=2 _z— )
- d N i Nq
1_[ " ﬂ _I®d® Nl(Nl) 1_[ (M 1) 1_[
_HM|1N ®1U1 1N _HMilNNlu“ENil
Y ' T de ® TMm ® ® _
q u q ®=(Mj 1) j®&=(Mi 1)
_HM F 1NN M N.l_ N _ N
- M MilM;1 M P
(5.1)

mit der Wahrsdeinlichkeit p= 1=M fir ein Teilchenim VolumenV; zu sein.

5. Ebensoerhalten wir:

" T ( TR D L
1 X Mi 1 d d X "NT
2: _ 2 — | . el . — N1
INTi = = ) NTF(N1) M (i ®)d® (i ®)d® N ®
Ni=0 " N1=0 j®=(Mi 1)
V1 . TN ( M ﬂN) .
_ Mil (-®)g (-®)£ 1+1 —ﬁ.;N(N' 1)
Y 'Vde M Tde ® | M M2
j®=(Mi 1)
Darausfolgt die Standadabweichung/amit:
TR P H |l
2. _ N N(Nj 1 N N 1
=Ny iy = e LD R B N ) (52)

Zahlen beispiel: Ein Glas Whisky erthdlt V; = 20cn? mit 43 Vol% (entspricht dem Mit-
telwert), also 8:6cm?® Alkohol (C,HgO). Mit der Dichte Y4, = 0:789gcm?®, der Molmasse
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Mak = 46:07g=mol und der Avogadro-Konstaien N, = 6:022£ 10?*=mol folgt die mittlere
Anzahl von Alkohol-Molekdlen im Glas

hNLi = 8:6cnTYay Na _ 8:87£ 1072
M aik

Die relative Schwankungst dabei (mit p¢ 1 filv grovsesVhiskyfass)

Y _pli p

n

N1 7 NG

= 34£ 10 2

Damit stimmt die wirkliche Anzahl der Alkohol-Molekdle mit extrem guter Genauigleit (auf
11 Stellen) mit dem Mittelw ert Bberein.

5.2 Zur Wahrscheinlic hkeits-Rec hnung

Im Folgendende nieren wir die grundlegendenBezeitinungen:

Zufallsv ariablen sind GrévzenderenWert statistischen Schwankungunterliegen.Beispiele:(i)
Die Oberseite einesWifels kann die Zahlen X = 1;2;3;4;5; 6 zeigen(diskrete Werte).
(i) Die Gestwindigkeit einesGasmoleliNs X = v ist einekontin uierliche Zufallsvariable.

Wahrscheinlic hkeit P(X = a), dassX den diskreten Wert a anniqgmt; bzw. P(X = a)da,
gassX im Intervall da um a liegt. Dabei gilt die Normierung ,P(X = a) = 1, bzw
daP(X = a) = 1.

P
Erw artungsy ert einer Zufallsvariable X : hXi = P(X = a)a, bzw.
hXi= daP(X = a)a.

Standardab weichung der Zufallsvariablen X : ¥ = P hX2i j (hXi)2.

Verbundw ahrscheinlic hkeit P(X = a;Y = b), dassdie Zufallsvariable X den Wert a und
die Zufallsvariable Y denWert bannimmt. Die ZufallsvariablenX und Y sind unabhingig
wennP(X = a;Y = b =P(X = aP(Y = b gilt.

Funktionen von Zufallsv ariablen F(X;Y;:::) sind neueZufallsvariablen.

Binominalv erteilung: SeienX; féx i = 1;:::N unabhéngigeZufallsvariable mit den Werten
0;1ynd P(Xj=1)=p, P(Xi=0)=1j p. Dann erfllt die Summeder Zufallsvariablen
S= X, die Binominalverteilung
HN‘H
P(S=n)=  p'di p"'"

mit hSi = Npund % = Np(1i p).

< " P
Summe identischer und unabh Angiger Zufallsv ariablen: Fi@r die SummeS = = L, X;
von identischen und unabhéngigenZufallsvariablen X; (z.B. die Summeder Zahlenvieler
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Wikfel oder die Summe der kinetischen Energien vieler Gasmolele) mit Mittelw ert
hXii = * und Standardabweichung ¥, = ¥qilt

X
hSi=  hXji = N? (5:3)
i
sawvie
X
hS% = KX Xji = NP7 + fNZi{zN)lf: N, + 25+ (N?i N)P?= NI+ 1si?
ihj Ergebnis fily i6j
Damit gilt P

Y= N (5.4)

Zentraler Grenzw ertsatz: Fiv die SummeS = [, X; von identischen und unabhdngigen
Zufallsvariablen X; hat manim GrenzfallN | 1 die universelleWahrsdeinlichkeitsver-
teilung (Gau¥s-\érteilung)

1 " (aj mSi)?
P(S=ada= p——exp | ———~—— da
( ) \921—% p i 23@

Fir einenBeweis, siehez.B. Rei®.

In der Praxis verwendenwir oft die vereinfadite SdreibweiseP (X ), wobei zwisthen der Zu-
fallsvariablen und ihrem aktuellen Wert nicht unterschiedenwird.

5.3 Das Spinsystem

Als Beispiel werdenwir gfter ein Systemvon N Spins mit den Einstellungens; = § 1=2 be-
trachten. Dieskann als ein Modellsystemfiy ein Gasmagnetishier Molekile betrachtet werden.

SeiNg die Anzahl der Spinsmit s; = § 1=2und m = (N, j N, )=2= N. j N=2. Dann erhalten
wir die Magnetisierung(in z Richtung)

, 1 1
ngSi: i ! g_B:mg_B

weldhe einetypische Zufallsvariable ist. Hierbeiist V dasVolumendesSpinsystemsst, welches
proportional zu N ist.

Wir nehmenan, dassP (s; = 1=2) = p i alle Spinsgilt, die zunAdst als unabhangigeZufalls-
variablen betrachtet Werden(VernamIAssigungderSpin-SpinWedwseIwirkungim dénnen Glaqg.
Dann folgt N, einer Binominalverteilung mit P(N. = i) = Pgjpom (N+ = i) = p'(1j p)Ni' ’T .
Aus dem zertralen Grenzwertsatz folgt fiv N ! 1

NIRD
' 2Np(Li p)

1
P(N; =i PeawANs = 1) = p————ex
( ) » Poaud ) P21/Np(1i ) p
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Abbildung 5.2: Wahrsdeinlichkeitsverteilungen der mittleren Magnetisierung pro Spindichte
fiv vershiedeneSystemgiseny = 0.5)

Speziell wird fér p = 1=2 geradehmi = 0 und somit:

1 H N T
Pginom (M = j) = Pginom (N+ = N=2+ j) :rZ_N N=2+ | (5.5)
- . 2 Mg
Poawdm = j) = PgawdN+ = N=2+j) = meXp N (5.6)

Aus Abbildung 5.1 entnimmt man, dassbeide Verteilungensdon bei recht kleinen N sehrgut
Bbereinstimmen.Fir N = 100ist die Wahrsdeinlichkeit, dassjmj > 26 angenommenwird,
kleiner als 7£ 10 @ (die Wahrsdeinlichkeit, im Lotto seds Richtige zu haben). Demnad ist
espraktische ausgesklossen,dassmehr als 75%aller Spinsin eine Richtung zeigen.Abbildung
5.2 zeigt die Wahrsdeinlichkeit eine bestimnmte Magnetisierung(bei vorgegelener Spindichte
N=V) zu beobaditen. Hierbei wird angenommengdassdasVolumenproportional zur Anzahl der
Spinsist. Man erkennt, dassmit wadhsenderTeilchenzahldie MagnetisierungM = 0 dominiert.
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5.4 Darstellung der Wahrscheinlic hkeits-V erteilung

Im Folgendensoll die probabilistische Besdireibung im Rahmen der Standard-Theoriender
Theoretisthen Physik formalisiert werden.

5.4.1 Klassischer Phasenraum

In der (Hamiltonschen) klassistien Mechanik wird jeder Zustand durch einen Punkt im 2f -
dimensionalenPhasenraumder Koordinaten p;; g de niert, desserDynamik durch die Hamil-
tonfunktion H(p;q;t) bestimmt wird. Dann ist %p;q;t)d pd q die Wahrsdeinlichkeit, den
Zustand im Volumen d pd'q um p;q zu nden. Die KontinuitAtsgleidhung im Phasenraum
liefert:

2 3
@y - LB @ T_
@1&p’q1t)_| - @i _l{%} +@I|_{%Z_f]/2Hg
e @y

mit der Poisson-Klammerf %2H g (vergl. Theoretisthe Physik |a).

Demnad sind Verteilungen%p;q) = f (H(p;q)), die eine Funktion der (zeitunabhangigen)
Hamiltonfunktion sind, stationar.

5.4.2 Quantenmec hanische Dic htematrix

P
Quantenmedanisd ist jeder Zustand eine Linearkombination j2 i = . &]' il von Basis-

zustdndenj' ;i des Vielteilchen-Hilbertraumes. Das Ensenble bestett aus vershiedenennor-
mierten ZustAndenj2 i. Erwartungswerte einer Obsenablen A lassensich dann wie folgt um-
formen: X
hHQI Qm Erwartungswerti Ensemble = h ain ijéjl ji a1 i Ensemble

I}) =Aj

und man erhalt

%
hmi Qm Erwartungswerti Ensemble = Aij 1/12i ’ SpUI’f A\%
isj
mit der Dichtematrix
Yo = hﬂiajuiEnsemble
und dem Dichteoperator X
Po= j' iil/;} H jj
i5j

. P
Aus der Normierung der einzelnenZustdnde | jaj® = 1 folgt

X
Spurf % = hjaijzi Ensemble = 1 (5.7)



Theoretisthe Physik Illa, 13. November 2003 40

Da die Dichtematrix hermitesd ist, gibt eseineBasisj'~ji desHilb ertraumes,in der siediagonal,

d.h. 0 1
.1 0 O X
_ 0 0 . .

Dabei gilt fiv die Eigenwerte | ;:

1. . 2 R, da Eigenwerte einer hermitestcien Matrix

2. ,i, 0,dasiedie Wahrsdeinlichkeit angebken, dassdasSystemdenZustandj'~i annimmt.

5

P
3. Esgilt i = L wegenGl. (5.7).

is
Da X
o= jNi, Phij

'p
folgt aus %%%= %adirekt, dass,; 2 f0;19. Da ,,; = 1, gibt esdann genaueinn mit |, , = 1
und ,; = Ofév i 6 n. In diesemFall liegt ein reiner Zustandj'~,i vor. In einem Gemischist
mehr als ein ,; 6 0. Also folgt fiév diesei, dass, 2 < ,; gilt. Deswegenist dann Spurf g < 1.
Zusammengefasshaben wir:

Spurflsg=1 |, Reiner Zustand mit Dichteoperator %= j'~,ih'~,]
Spurf¥sg< 1 ,  Gemistter Zustand

Die Zeitentwicklung desDichteoperators folgt der von Neumann Gleichung

M T koo A :
- 1A . s .| | .
@: @hja ih? ji Ensemble = .—lqja o N J_lq = _H%;‘q]l Ensemble -
@ @ I~ - Ensemble -

Man liest direkt ab:

Ist der Dichteoperator eine Funktion desHamiltonoperators®:= f (1), soist er stationAr.

5.5 Programm der Thermo dynamik

Ziel der Thermodynamik ist es

2 Exakte\ Aussagendber makroslopisthe Systeme

2 Statistische Aussagenidber mikroskopisce (atomare) Systeme

zu machen. Hierbei gibt man lediglich makroskopisde Grévsenwie Volumen, Gesantenergie,
Teilchenzahl, etc vor. Diesestellen Neberbedingungenfiyr die mikroskopisten Freiheitsgrade
(klassisther Phasenraumoder quantenmedanishe Zustdnde) dar. Sosind z.B. fiy einisoliertes
System alle Erhaltungsgm¥en(insbesonderedie Gesantenergie) und das Volumen konstart.
Das Systemhat dann aber immer noch eine Vielzahl mikroskopisten Freiheitsgradehat.
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5.5.1 Das grundlegende Postulat

Im Programm der Thermodynamik untersuchen wir anstelle einesde nierten Zustandesmit
festen Koordinaten bzw. Quantenzahlen ein Ensemblevon solchenZustanden in dem man
jedem Zustand eine bestimmte Wahrsdeinlichkeit zusdreibt.

Dabei madchen wir folgendesgrundlegendesPostulat

Im thermadynamischenGleichgewichwird einisoliertesSystemdurch ein statistischesEnsem-
ble charakterisiert, das alle mit den Neberbedingungenvertraglichen Zustande mit gleicher
Wabhrsdeinlichkeit annimmit.

5.5.2 Weshalb macht das statisc he Ensemble Sinn?

In der Realitat liegt ein Systemmit einemde nierten Zustand vor. Wodurch ist die Besdrei-
bung durch eine Ensenble gereditfertigt? Hierzu gibt eszwei Ansétze:

1. In der zeitlichen Entwicklung kommt dasSystemp(t); q(t) jedemzuganglichem Punkt im
Phasenraumbeliebignahe(Ergodenhypothese).DasZeitmittel einerPhasenraumfunktion
A(p;q) erntspricht dann dem Ensenblemittel, d.h.

1 Z Z

T, dtA(p(t);q(t)) =  d’ad’p%p; a)A(p;q)

Damit entspricht die Wahl des Ensenbles einer Mittelung Bber die Zeit. Dabei ergibt

sich das Problem, dassman die Zeit T in der Regel sehr grovawahlen muss, um einen

reprasenativ en Teil desPhasenraumesu durchlaufen. Fernerist die Ergodenhypothese
nur fiv spezielleHamiltonfunktionen beweisbar.

2. DasEnsenble bestireibt die Unkenrtnis desBetrachters. Gleiche Wahrsdeinlichkeit aller
Zustande bedeutet maximale Unkenrtnis. (Informationstheoretisher Zugang, siehez.B.
Scldgl.) Zu diskutieren ist dabei die Frage, ob sich das Systemunterschiedlich verhalt,
je nachdem ob ein Beobaditer mehr oder wenigerKenntnis von Details hat.

5.5.3 Welche Aussagen kann man aus dem Ensemble verschiedener
Zust Ande ziehen?

Fiv gro¥eSystemeund makroslopisde Obsenablen zeigt die Verteilungsfunktion desWertes
der Obsenablen hAu g einen extrem scharfen Peak. Dann stimmt der statistische Mittelw ert
der Obsenablen (bzw. der Wert mit hdchster Wahrsdeinlichkeit) mit dem Messvert fir den
vorliegendenZustand mit sehr hoher Wahrsdeinlichkeit sehr genau Aberein. Dies ist immer
dann der Fall, wenn sich der Phasenraumin viele nahezuunabhéngigeund nahezuidentische
TeilrAume zerlegenlasst, die gleichartig in die Obsenable eingehen.Andernfalls (z.B. auf der
atomaren Skala) kann man nur Wahrscheinlichkeitsaussagemaden.



Kapitel 6

Gleic hgewic hts-V erteilungen

6.1 Mikrok anonische Verteilung und Entropie

Wir betrachten ein algeschlosseneSystem d.h. die Energie,die Teilchenzahlund dasVolumen
sind fest vorgegelen.

Das Gleichverteilungspostulat besagt, dass alle m@glichen Zustande (Mikrozusnde gleic
wahrsdeinlich sind. Die entsprechendeWahrsdheinlichkeits-Verteilung nenrt man die Mikroka-
nonischeVerteilung. Es gilt (klassist)

Ya
Vin-pr By = const wenrH (p;q) = E
ARG E) 0 sonst

Zur Vermeidungder Singularitat wahlt manin der Regeleineendliche EnergiebreiteE | ¢ E <
H<E.

Beispiel 1: EindimensionalerharmonischerOszillator H (p;g) = p?=2m+ m! ?=2. Die Zustande
E i ¢E < H < E bilden eine Sceibe der FlAde:
Z Z

P = dg dpE(Ej H)E(Hj E+ CE)

Variablertransformation x = qp m! 2=2,y = p:p 2m. Dannist H(x;y) = x?+ y? und

z z Zph-
4y, E 2V,

i 2 F(E|{>Z<|y?'€(x +y{|ZE+¢E; T b drr —¢E

Ei CE
| {Z—} £(Ejr £(r2j E+¢ E) I
dr 2Yx

Damit erhalten wir:
)
1= wennEj ¢CE < H(p;g < E
UpiGE)= ! (P

sonst
Beispiel 2: N Spinsim MagnetfeldB = Be,
X
H = j1lgs0¢B = i Sig*eB =i g'gBm

42
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In der mikrokanoniste Verteilung (mit ¢ E = jg' gBj) sind alle ZustAnde mit E j ¢ E <
i glgBrln < E gleidﬁ wahrsdeinlich. Dies bedeutetm = mg = | [E=¢ g B].! Also gibt es

i(E)= N:2'\+lmE Mg@glichkeiten, die Spinsso zu kombinieren, dassdie Gesantenergie E reali-

siert wird. Fiv 4 Spinsund E = | gt gB=2 ergibt sich mg = j [j 1=2] = 1 und j( E) = 4. Die
Wahrsdeinlichkeitsverteilung ist:

Y. "
’ fwf+ + +jg ;f++j +g;f+j ++gfj + ++g

1
P(S1:82:83:84) = oonst

Im thermodynamisthenGleichgewitt werdenisolierte Systemebei festenextensiven Variablen
E;V;N;::: durch die mikrokanonischeVerteilung bestirieben. Dabei ist die Wahrsdeinlich-
keitsverteilung 1

Lym Il falls Zustand mit Vorgaben vertrAglich
0 sonst

und
Phasenraunvolumen

i(E)= Anzahl der zuldssigenZustande

Betrachtet man zwei entkoppelte abgesblosseneSystemenebeneinander,so ist das gesante
Phasenraunvolumen geradedas Produkt j 1(E1)j 2(E,) beider Teile. Damit ist das Phasen-
raumvolumen keine extensive Gréedie linear mit der SystemgbvsevAdst. Eine solde exten-
sive GréseerhAlt man, wenn man den Logarithmus bildet. Deswegende nieren wir die

Entropie S(E) = kg log(j( E)) einesisolierten Systemsmit der
Boltzmann-Konstantenkg = 1:38£ 10 2J/K.

Die Entropie besdreibt die GrédvsedeszuldssigenPhasenraunvolumens.

6.2 Energieaustausc h zweier Systeme. Temp eratur

Teile ein isoliertesSystemmit festemN; E;V in zwei Teilsystememit N; E1;V; und Ny; E;; Vo
auf. Die beiden Teilsystemeseienim thermischenKontakt, d.h. Energieaustausi ist méglich,
Dagegenseiendie Teilvolumina und Teilchenzahlen xiert (z.B. zwei GetrAnke®asdenin einer
Isolierbox). Was kénnenwir dann @ber die EnergienE; und E, aussagen?

FIv eine bestimmte Aufteilung der EnergienEq, E; = E | E; hat man j 1(E1)i 2(E | E1)
versdiedeneRealisierungen.Da man die Energie beliebig aufteilen kann hat man

X
i(E)=  j1(Ei2(Ej E1)  (E;in Sdritten ¢ E)

Eq

Realisierungendes Gesantsystems, die alle die gleiche Wahrsdeinlichkeit haben, da das iso-
lierte Gesantsystem durch die mikrokanonisde Verteilung bestirieben wird. Demnad ist die
Wahrsdeinlichkeit, die Energie E; im Teilsystem1 zu nden geradeP(E;) = j 1(E1)i 2(E i

1Die Gauviklammerx] bezeitinet die gréiteganzeZahl, die nicht grévserals x ist.
2Im klassistien Phasenraumhat j die Dimension (Js)' . Hier setzt man S = kg log(j( E)=hf), wobei das
Plancksche Wirkungsquantum die Zellgré/sedpdg renormiert.
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E1)=i( E). Weldhe Aufteilung hat nun die gré%steWahrsdeinlichkeit? Dies ergibt sich aus der
Bedingung:

d
dE, [i 1(E1)i 2(Ei E»)]=0
Damit folgt mit E, = Ej E;

d d d
i2(BE2)=—i1(E1)i i1(E1)5=—i2(E2)=0 ) |09(| 1(E1)) = —log(i 2(E2))
dE; dE; FEl L2z}
2 @dE Si(E1) = G- Sa(E2)
Die wahrsdeinlichste Aufteilung der Energieist alsodurch die Bedingung
Tl = Tz
gegelen, wobei die Temperatur T durch
1_ @
T @S(E) (6.1)
de niert ist.

Diesist die thermadynamischeDe nition der Temgeratur. Spater werdenwir zeigen,dassdiese
De nition mit der Temperatur aus der Gasgleituung Abereinstimnt.

6.2.1 Beispiel: Zwei Spinsysteme im thermisc hen Kon takt

Betrachte zwei Spinsysteméam thermischenKontakt. Dabeiseidie GesamenergieE = | mggt 5B
mit mg > 0 vorgegelen. Betrachte nun die Aufteilung der Energie E = E; + E, (bzw.
m; + m, = mg) auf die beidenTeilsysteme(mit N3, N, Spins).

Wir haben nun fir beide Teilsystemedas Phasenraunvolumen
M )l r— H 1
) . N — N| 1 N; 2 . 2m|2
i(Nj;m;) = Ni 4 m; /42 YN, eXp i N, (6.2)
wobei wir die Identit & der GIn. (5.5,5.6) filv N ! 1 ausgemitzt haben. Damit lautet die

Temperatur
1 d 4kB mi
—=Kk I N;; /
Die Gleichheit der Temperatur belderTellsystemellefert dann m1=N; = m,=N, und ausmg =
m; + m, sovie N = N + N, folgt, dassin der Aufteilung mit der hdcsten Wahrsdeinlichkeit

m; = mM; = Mg N;=N gl't

Nun wollen wir die Anzahl der m@dglichen Aufteilungen direkt berednen: Die Anzahl méglicher
der m@glichen Kombinationen mit m; (d.h. gleichzeitig m, = mg | m;) betragt

H N; T N, 1 GL(6.2) 2 H 2m?  2m3
F(my) = ;7 o exp | —=j —2
B+m Nam Ya NiN2 Ny N>
H )P
2 2m?2 2N N
=2 exp i =i myj me—

Y NiN, N
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Damit nimmt F(m;) seinMaximum beim; = mgN;=N an, wie wir oben bereitsgezeigthaben.
Dann ist m, = mg N,=N. Fiv das Gesantsystem gibt es

r M Zﬂ

mdégliche ZustAnde. Damit ist die Wahrsdeinlichkeit einer Aufteilung mit m; gerade

r n #
F(m) ., 2N Y
Ya exp i NN, mq j mEW
1

P(my) =
(ma) i(N;mg) YN1N>

Die Breite dieser GauYzerteilung ist %,, = P N:N,=4N ¢ N=2 fir gro¥eN. Deswegenist
dann m; ¥am; mit groYser(relativer) Genauigleit erfillt.

Betrachte nun die Entropien: Die Entropie desGesantsystemsist
1.

U
2
amg 1, "2

N 29 TN

S(mg) = kg logi( N;mg) Yakg N log2

Die Entropien der Teilsystemssind Si(E;) = kg logj( Ni; m;) und wir haben S;(E;) + S;(m)) =
kg logF (m;) Damit gilt:
Fiv die wahrsdeinlichste Konguration gilt:

om 1.

: B2
+ lo
N g Ya N1N>»

Damit ist filv gro%eN; N, geradeS(meg) ¥ Si(m1)+ Sy(m,). Zahlerbeispielfdr N = 100QN; =
N, = 500 mg = 200:
S(mE) = 60947‘(3 und S]_(ml) + Sz(mz) = 60648(3

Zusammengefassyilt:

Si(my) + Sp(my) = kg logF (m1) = kg N log2j

Fiv zusammengesetzmakroskopischeSystemeim thermischenKontakt gilt:
2 Die Energieteilt sich soauf beide Teilsystemeauf, dassihre Temperaturen gleich sind.
2 Gleichzeitig wird die Summeder beiden Teilertropien maximal.

2 Die Gesantentropie ist additiv, d.h. S(E) ¥4 S;(E;) + S;(E2), wenn man die Energien
E; im Gleichgewidit betrachtet.

Daraus folgt, dassdie Entropie wAchst wenn das System aus einer Anfangssituation mit
E, 6 E; in dasGleichgewidit relaxiert.

6.3 Kanonisc he Verteilung

Betrachte ein System mit fester Teilchenzahlund festem Volumen, das die Energiezusnde
jit mit der Energie E; annehmenkann. Dabei kann das System Energie mit einem gro%en
Systemmit Phasenraunvolumeni g(Er) Energieaustaustien (Thermischer Kontakt mit dem
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Reservoir). Beide Systemezusammensollenein isoliertes Systembilden, dessenGesantenergie
Ec = E; + Er festvorgegelen ist.

M@gliche Zustande:
Zustand desSystems EnergiedesReserwirs Anzahl von Realisierungen

J:|-I Eci Eix irR(Eci E1)

j2i Eci Ez ir(Eci E2)

LR TR p LN
Gesantzahl der Realisierungen ic= ir(Eci Ei)

Nach dem grundlegendenPostulat sind fiv das isolierte Gesantsystem alle Zustande gleich
wahrsdeinlich. Damit ist die Wahrsdeinlichkeit, dassder Zustand jii vorliegt gerade:

o(i) = ir(Eci Ei)

Nun ist die Energie des SystemsE; viel kleiner als die Energie der Gesamsystems und wir
wollen j r(Eg i E;) entsprechend nahern. Wie im folgendenBeispiel 6.3.1 demonstriert wird,
konvergiert die Tailorentwicklung von j r(Eci E;i) um Eg schlecht, daj r(E) filk grovzeSystem
exponertiell von der Energie abhAngt. Dagegenkonvergiert

d
logi r(Eci Ei) %logir(Eg) i Eid—E|09i R(E)je=gc + :::

fiv gro%eTeilchenzahlengut. Nun entspricht

_ d
= 1HksT) = 109 r(E)je=eq

geradeder inverseBTem_peratur desReserwirs, und wir erhaltenj r(Eg i Ei) ¥%ir(Eg)e F
undjc = ir(Es) ;€ Fi.Darausfolgt

Fiv ein Systemmit den ZustAndenjii mit der Energie E;, dasim thermischen Kontakt mit
einem Reserwir der Temperatur T ist, werden die einzelnenZustande mit der Wahrsdein-

lichkeit _
g@ Ei . X o
Z mit der Zustandssummé& = e Fi (6.3)

p(i) =

angenommenDabeiist = 1=kg T. Diesist die kanonischeVerteilung.

6.3.1 Beispiel 1: Spinsystem als Reservoir

Fiv das Spinsystemhaben wir nach Gl. (6.2)

ro—
(NE)= 2 = g —ZEZﬂ it®=g'sB
i(NJE) = NP i gy Mit@=gle

Damit lautet die Taylorentwicklung

i 4E 1 i 4 i 4E
i((N;Eai Ei) = i( N;Eo)+i( NiEe) (i EN* 5i(NiEe) g+ oo
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Fiv eine endliche Magnetisierung(z.B. mg » N=4) ist Eg » j ®=4. Ferner ist E; von der
Gré¥enordang der Energie einzelner Spins, d.h. E; » ®. Dann ist der Term der zweiten
Ordnung halb so gro¥avie der Term der erstenOrdnung und die Reihe konvergiert schledt.

Dagegenist fiv

A T! H 2(E E)Zﬂ
logi(N;Eci E)=log 2" o i =5 =
A
> Mooz 4 14 L

=log 2N — Ei)?

W entent B gent

der Term der zweiten Ordnung um einen Faktor 2=N kleiner als der Term der ersten Ordnung
und stellt somit eine gute Approximation dar.

6.3.2 Beispiel 2: Ein Spin im Kon takt mit einem Reservoir

Der Spin hat zwei m@gliche ZustAnde jsi mit s = §1=2 und Es = j gt gBs = j ®s. Daraus
folgt:

Z=e®%2+¢d ®2=2cosi ®=2)
u}ﬂ _ ef®=2 }ﬂ _ a T®=2
P =7 Pisz =737

und wir erhalten das mittlere magnetistie Momert
w1 1 H Il © ol 1_p@®2. o ®2 1
h1-i=p1'gB+pi1'gB—gBe i © _9

B —
1 _ e . h(@=2
2 2 2 2 2 2cosit @) 2 anh( &2)

6.3.3 Beispiel 3: N Spins im Kontakt mit einem Reserv oir

. P L :
Das gesante magnetishie Momert * o= 11, 1; ist eineneueZufallsvariable.

Fiv die Verteilung der einzelnenmagnetistien Momerte gilt nach dem letzten Absdhnitt:

1
i = 38 tanh("@=2)
ﬂ3 , ,
1 1 2 1 ] £ . o]
A=p 5 Ty 4p g iy i MiT= T 1 tanh(e=)
‘gl 2 1

2 cosH( ®=2)

_ g

Unter der Annahme, dassdie einzelnen?! ; unabhdngige Zufallsvariable sind, erhalten wir aus
(5.3,5.4) fiv dasgesante magnetistie Momert desN -Teilchen-Systems.

g's

Hged = N > tanh(" ®=2)
5 ,
% _ N gl B 2 1_
ges 2 cosH( ®@=2)
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Da die Standardalweichung wesettlic h langsamerals der Mittelw ert wadst, wird die Verteilung
von !4 im GrenzfallN ! 1 sdarf und mit groYzerelativer Genauigleit gilt * ges = M ged .
Dann ist auch die GesantenergiedesSpinsystemsE = j t 4B mit groYserelativer Genauigleit
festgelegtund die Wahrsdeinlichkeitsverteilung erntspricht der mikrokanonisden Verteilung.

Fiv nicht allzu gro¥€eTemperaturen mit ~ ®=2 ¢ 1 gilt tanh(" ®=2) ¥ ~®=2 und esfolgt das
Curie'sthe Gesetz(nach Pierre Curie)

3 ,
. ng 2 B
Foed iN =5 (o

6.3.4 Beispiel 4: Maxw ell-V erteilung

Betrachte ein einzelnesGasmolel der Massem, dasin einen Kasten mit dem Volumen V
eingesrrt ist. Die Gravitation soll vernadlAssigtwerden. Wie lautet die Verteilung der Orte
und Impulse (bzw. Gesdwindigkeiten)?

Mit der Hamiltonfunktion H(p;q) = p?=2m einesfreien Teilchenslautet die Zustandsumme

z z " T z TR | SPTRN PO
= 3 3 . _ﬁ = 1 2 . _p_ - 1 ]/4 2_m
z d°p . d>gexp i o V4y, dpp exp i o V4/4T —

Damit erhalten wir die Verteilung
3
— n2
exp i g

Yn- q) =
AP = ¥ ok T) =

die unabhéngigvon Ort q ist. Die Wahrsdeinlichkeit ein Molekil der Gesdwindigkeit jvj = v
zu nden, ist durch die Maxwel'sche Geschwindigkeitsverteilung
Z Z M s M 1
PV=  p  Paupia)Hvi pimm = a7 T exp j MV
AV pi=m) ke T ke T

v
_J‘;{%d'p}pz =mx(pi mv)
=47

gegelen.

6.3.5 Allgemeine Formulierung

Die kanonisde Verteilung kann man in der Quantenstatistik wie folgt allgemeinformulieren:
Wahle eige Basis|' i aus Eigenzustinden von H. Nach Gl. (6.3) folgt dann p(i) = e Ei=Z

mit Z =, € Ei. Damit lautet der Dichteoperator
L S R P S
%= | p(i)j' iih' ij = z _@JH i= e H | i iih ]
=ei Hj i |_{Z_AL_}

Entspredhendist Z = Spuif e A g. Damit hat man eine basisunabléngige Darstellung von %2
gefunden.Zusammenfassendilt
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Fi ein System,dasim thermischen Kontakt mit einemResenoir der Temperatur T ist, gilt
die Wahrsdeinlichkeitsverteilung

4

i H(p:0) _
€ mitz = d pdqe HEo (6.4)

klassist “p;q) =

Y -
quarntenmedanish o= e? mit Z = Spurf e .49 (6.5)

Bemerkung:In beidenFAllen ist Y2eine Funktion von H, also eine stationdre Gesantheit.

6.4 Gro%kanonische Verteilung

Betrachte ein abgesblossenesSystemmit Energie E, VolumenV und TeilchenzahIN, dasin
zwei Teilsystememit Eq; Vi; Ny und E;; V,; N, aufgeteilt wird. Dabei soll Energieund Teilchen-
austaust zwiscen den Teilsystemenmgdglich sein, wahrend die Teilvolumina fest sind. Dann

lautet das Zustandswlumen desGesantsystems:
X
i(N;E) = i (N1 E1)i 2o(N§ NyiyEj Eg)

E1;N1
und die Wahrsdeinlichkeit N; Teilchen mit der GesantenergieE; im Teil 1 zu nden ist:
i 1I(N1;Eq)i 2(N i Ni;Ej Ey)

Bedingungfiv das Maximum von P(Ny; E;):
@ (N1;Ey) @ (N1;Ey)
—————==0 und ———==0
@, @,

Aus der linken Bedingung folgt T, = T, wie in Abscnitt 6.2. Entsprechend wird die zweite
Bedingungumgefornt:

@%[i 1(Nj;Er)i2(N i Ny Ej Eqf)]= iZ(NZ;EZ)@IQlil(Nl;El)i i1(N1;E1)£iz(Nz;Ez)= 0

| £ logli +(Nx; E1)] = £ logli 2(Na; )]

Da S(N;E) = kg log[i( N; E)] folgt

Die wahrsdeinlichste Aufteilung von Energieund Teilchenzahlist durch die Bedingungen

T1: T2 und 11: 12
gegelen, wobei das chemischePotential * durch

L= T@S@S(N;E) (6.6)

de niert ist. Fiv makroslopishe System nimmt N; (ebensowie E;) mit groYerrelativer
Genauigleit den wahrsdeinlichsten Wert an.
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Betrachte nun ein Systemmit TeilchenzahlN und Energiezusnden E;(N), das mit einem
Resenwir Teilchen und Energie austaustit (z.B. eine o®eneFlasde in einemabgesblossenen
Raum). Das Gesantsystem aus Systemund Reserwir seiisoliert, so dassdie TeilchenzahlN
und die Energie Ey4 fest vorgegelen sei. Dann ist die Wahrsdeinlichkeit, das Systemmit N
Teilchenim Zustandjii zu nden gerade

v_ p irR(Ngi N;Egi Ei(N))
P = Pi;N ir(Ngi N;Egi Ei(N))

Wie in Absdnitt 6.3 entwickeln wir

ir(Ngi N;Egi Ei(N)) = exp kiSR(Ngi N;Egi Ei(N))b

87" 2 39
3 =2
1
1/4exp.S e Sr(Ng;Eg)i N I@N—@SR(ZI\Ig;Eg})i Ei(N)—&@SR{(L\IQ;EQ;?B

=i 'r=Tr =1=Tr

und erhalten als Wahrsdeinlichkeitsverteilung die

gro¥skanonisch&erteilung
g GRNiE((N) . . X _
P(N;i) = v mit der gro¥zkanonischeZustandssumme’ = e CrRNi Ei(N))
N;i
(6.7)

Bemerkung: Fir mehrereTeilchensortena;b;c gilt ertsprechend

ei(laNa*'leb"'lchi Ei(Na;Np;N¢))

Y
wobei * , daschemishe Potertial der Speziesa im Reserwir ist.

P(Nga; Np; Ng;i) =

6.5 Erw artungsw erte

Wir de nieren die

Innere EnergieU = hEi als Erwartungswert der Energieder m@glichen ZustAndedesSystems

Bestimme nun die Erwartungswerte U = hEi sowvie N in verstiedenenSystemen:

Isoliertes System: Hier sind E und N festvorgegelen.D.h. U= E und lNi = N

System mit Energieaustausc h: N ist fest vorgegelen. Die Wahrsdeinlichkeitsverteilung
fiv E wird Bber die kanoniste Verteilung durch die Temperatur desReserwirs bestimnt.
Wir erhalten
U—XP'E—l —kT2@| Z(T;N;V 6.8
= PME=5; F§9 G P9z (TiN; V)] (6.8)
| | . @ E
=i @_el i

wobei d=d~ = j kg T?d=dT verwendetwurde.
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System mit Energie- und Teilchenaustausc h: Die Wahrsdeinlichkeitsverteilung fiév E und
N wird éber die gro¥zknoniste Verteilung durch die Temperatur und daschemisde Po-
tential desReserwirs bestimmt. Wir erhalten

X 1X X @
WNi=  P(N;i)N; = I\Ie(N i Ei (N% = kg T— log[Y (T;% V)] (6.9)
N;i N;i @
' ' -;@e(N.E(N»
sawie
X 1X X @
U= P(N;I)Ei(N)= = F(N)e  CNTEIND = ke T2~ log[Y (T; % V)] + 1IN
N;i N;i } @

—(I Q@ 4N )e (N i Ej(N))

(6.10)

Die Zustandssummererthalten alsoalle Informationen éber die Mittelw erte der °uktuierenden
Variablen desSystems.(Fir makroslopisde Systemeist dieserMittelw ert mit gro¥erelativer
Genauigleit der aktuelle Wert.) Hierzu muss man die Zustandssummenals Funktionen ihrer
natévlichen Variablen (die im System vorgegelenen Grélensowie fiv °uktuierende Grélien
Temperatur bzw. chemisdesPotential desReserwirs) ausdmicken.

6.6 Der Druc k

6.6.1 De nition des Druc kes eines Systems

UnserSystemseidasInnere einesStandzylindersmit FlAdhe A, auf desserbeweglichem Kolben
ein Gewicht der Massem steht, das die Kraft F = j mge, auf den Kolben ausibt. (Der
Luftdruck wird hier nicht betrachtet; er kann als Teil desGewidctes betrachtet werden.) Damit
hat man einenDruck Pe,; = mg=A der von au¥erauf das Systemwirkt. Die H8he desKolbens
seiz, sodassdas Volumen Az betragt.

Nun besagtdas d'Alembertsdhe Prinzip, dassim mechanischenGleichgewichtbei einer virtu-
ellen Verridckung desKolbensum #z sich die Gesamlenerglenlcht Andert. Dies bedeutet

. dE.
0= iEgesam - m&i} + iESystem = Pext + Sysien Vv (6-11)

Potentielle Energie des Gewichtes

Die Anderung der EnergiedesSystemserfolgt dabei durch die Anderung der Energieder aktuel-
len Realisierung” (Mikrozustand) desSystemsMittelt man Bber alle mdglichen Mikrozustande,
sode nieren wir den

Druck desSystems * +

dE
p=j —osem (6.12)

Das Systemist dannim medanisden Gleichgewidit mit der Umgebung,wenn P = Py gilt.
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6.6.2 Beispiel: Gas in einem Kasten

Wir betrachten ein Gas von N wedselwirkungsfreienTeilchen der Massem, das in einem
Wirfel mit KantenldngelL eingesblossenist. Die Quantenzustdnde einesTeilchenssind:
r— 3

8 .
& nanyin. (1) = Fs'n L L z Ennyin, = >mL2
Ein Mikrozustand = des Gasesmit N Teilchen wird dann durch die Angabe von N Tupeln
(n{’;n{’; n{) charakterisiert. Dann gilt:

EBsystem = Bp000000 = 55075 "
i=1 i=1

nxj/4

v o 28 | ¢
X sin ==y sin

N;74 2 2 2
ny + ny+ n;

und somit folgt

dEéystem — I g 1 "'21/1%)(\' |n(|)¢2: l iE‘
dv 3vs2 2m gy System

und wir erhalten den Druck
2. . . 2U

= WI’ESystemI - év
Fiv ein Gasder Temperatur T gilt die kanonisde Verteilung mit der Zustandssumme(setze
a= ~2Y£=(2mL?2))

X 3 . A)é I an uz , Ty AT

1 _ i ® - ~a. . 1
Z= 7 eXp a'n®? = g an’ ¥, dxé > = =
NI - 0 2 a

P

mit a = ~?¥2=(2mL?). Fir ununterscheidbare Teilchen, darf man alle Permutationen der Teil-
chen nur einfach zahlen und erhalt

~

A N
z parsTelhen = Vp7p21/kaTﬂs (6.13)
ununterscheibareTeilchen — N ! 21/4__ .
Nach Gl. (6.8) folgt:
@ @ 3N 3N
U= kBTZ@Iog[Z(N;T;V)] = kBTZ@TIog[T] = 7kBT
Damit erhalten wir:
Die Zustandsgleichunglesidealen Gases
PV = NkgT (6.14)

gilt fiv wedselwirkungsfreieMolekile im klassistien GrenzfallN=V ¢ (mkgT)32=-3

Bemerkung: Die BedingungN=V ¢ (mkgT)3?=-2 garartiert, dassdie mittleren Besetzungen
der einzelnenNiveausklein gegeneinsist. In diesemFall ist eine doppelte Besetzungeines
Niveaus,die hier stillschweigendzugelasserwurde, unwahrsdeinlich. Ansonstenergeten sich
Korrekturen, die davon abhAngen,ob die Molekidle Fermionenoder Bosonensind. Mit N | 1
folgt hierausaud direkt ® ¢ 1, wasoben berutzt wurde.



Kapitel 7

Thermo dynamisc he Potentiale

7.1 Vollst Andige Di®erentiale der Entropie und Energie

Die Entropie einesisolierten SystemsS(E; N;V) hangt von der Energie,der Teilchenzahlund
dem Volumen ab. Andert man das Systenvolumen einesansonstenabgesblossenerSystems,
so Andert sich die Energie des Systemsentsprechend der EnergieabiAngigkeit der einzelnen
Mikrozustande E g, (V). Dabei Andert sich weder die Anzahl der MikrozustAnde noch de-
ren statistische Verteilung. Somit bleibt das Phasenraunvolumen und die Entropie bei diesem
Prozessgleich!. Daraus folgt fér diesenProzess

0 1
0 ds = %@(E,N,V) dE +@(E,N,V)§dv , w: ;
—& vy, @ ”
=1=T(®1) = p(e.12)

Mit Gl. (6.6) erhAlt man somit das vollstAndige Di®eretial

_ BENV) o, BENY) , BENV)

ds & N @

V= ZdE i —dN + —av (7.1)
Tl T T :

Da T > 0 wAdcst die Entropie streng monoton mit der Energie. Deswegen kann man die
Umkehrfunktion E (S;N; V) bilden und erhdlt die Anderung der Energie

_ EENY) o, EENY) , ESNV)

dE & N @

dV = TdS+1dN | PdV (7.2)

Bemerkung: Die Entropie bzw. die Energie kann noch von weiteren makroskopisden Para-
metern (z.B. die Scherung oder MagnetisierungeinesFestkdrpers) abhangen,die ertsprechend
behandeltwerdenkénnen.

1In der klassishien Mechanik kann man dies allgemein fiv adiabatische Prozesse(langsameProzessfihrung)
zeigen,sieheLandau Lifschitz | x 49.

53



Theoretisthe Physik Illa, 13. November 2003 54

7.2 Arb eit und W Arme

7.2.1 De nition

Betrachte Energigdnderungeneinesansonstenisolierten Systems.Dazu kann man

2 mechanischeArbeit #W an dem Systemleisten. Hierbei Andert man den makroskopisden
Zustand desSystems Wenn man das Systemkomprimiert dV < 0, sofdgt man die Arb eit
tW = j PeedV > 0 zu. HANgt das Systemvon weiteren Parametern (z.B. der Scherung)
ab, so hat man weitere M@gglichkeiten, Arb eit zuzufédhren.

2 Energiezuféhren, ohnemakroskopiste ParameterdesSystemszu Andern. Dies bedeutet,
dassman deninneren Freiheitsgradendes SystemsEnergie zufédhrt, und man bezeitinet
diesals Zufuhr von Warme Q.

Damit gilt fiv die Anderung der inneren Energie einesSystems:

dU = #W + +Q (7.3)

7.2.2 Beispiel

Betrachte ein Gas, dasin einem Zylinder mit Kolben eingesblossenist. Die W Armeleitfahig-
keit des Zylinders sei schlecht, so dassein Warmeaustaush mit der Umgebungnur langsam
gestieht. Am Anfang sei das Gas im thermischen Gleichgewidit mit der Umgebung, d.h.
T = Tumgebung UNd habe das VolumenV, und die Energie Up.

Nun fahrt man folgendenProzessdurch

1. Komprimiere den Kolben schnell mit hohem Au%sererDruck Pgomp A Pumgebung auf das
Volumen V; In der kurzen Zeit ndet fast kein WArmeaustaush statt. Also ist W, =
i Pkomp(V1i Vo) und +Q; = 0. Darausfolgt U; = Up + Pxomp (Mo i Va).

2. Lasseden Kolben bei Umgebungsdruk Pymgebung auf dasurspringliche Volumen zuriick-
sdnellen. Dabei ist #W; = | Pymgebung(Mo i Vi) und #Q, = 0. Also ist U, = Uy j
Pumgebung(Mo i V1) = Uo + (Pkomp i Pumgebung)(Moi Vi) > Up.

3. DasSystemgibt auf einerlAngerenZeitskala die GbersmussenergiegPKompi Pumgebung)(Voi
V,) in Form von Warme an die Umgebungab, sodassdas Systemwiederim thermischen
Gleichgewitt mit der Umgebungist. Damit wird der Ausgangszustandvieder erreidt.
Also ist iVV3 = Ound iQ3 = (PKomp i I:)Umgebung)(vo i Vl) <0

Fiv den Gesantprozessgilt: dU = 0 aber +tQ < 0 und tW > 0. Man erkenrt, dass W
und +Q von der Prozesshhrung abhéngen. Dies deutet das Symbol + féir die Anderung von
Wiarme und Arbeit an. Das Symbol d ist dagegerfiéir prozessunabBngigeAnderungen(z.B. ist
die VolumendnderungdV immer eindeutig durch die Volumina des Anfangs-und Endpunktes
bestimnt) vorbehalten.
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7.2.3 Spontane Prozesse

Betrachte zwei isolierte makroslopiste Systememit E;;Ny; Vi und E,; Ny; V,. Dann ist die
gesante Entropie gerade

Sgesant = $1(E1;N1; Vi) + So(E2; No; Vo)

Nun ndet ein WArmeaustaush *E, = j #E, zwisden den Systemenstatt. Dann folgt:
Ky g 1
*Syesant = T_l i T_2 e,
Seinun T; < T,. Dann WAchSt +Sgesam T positives+E; (d.h. WArmedbergangvon 2 nach 1). Da
i = exp(S=kg) die Anzahl der m@glichen Mikrozustandeist, gibt esnach demW Armedbergang
(erheblich) mehr Realisierungendes Systemsals vorher und somit hat der Zustand nach dem
WArmedbergangeine hdhereWahrsdeinlichkeit als der Zustand vorher.

Zahlen beispiel: Geht eine WArmemengevon 1 pJ von 300K nach 299K Bber, so
ist £S5 = 10 17 J/K und das Phasenraunvolumen vergmsertsich um den Faktor
10°°%843, Zum Verglei: Die Erde bestelt seit 5 Milliarden Jahren ¥4 107 s.

Deswegen ndet dieser@bergangspontan statt, dagegerist fif makroslopisthe SystemetE; <
0 praktisch nicht zu beobadten.

Entsprechend gilt bei Teilchenaustaush

u1 1 ﬂ
+Sgesant = i _1i 2 N,
J T T
und bei Volumenaustaush (Versdiebungder Trennwand)
H 1
_ PP
iSgesant - T_l | T_Z iVl

Ein Prozesstritt spontan auf, wenn dabei die Entropie des GesantsystemswaAdst. Dies ist
der Fall, wenn

2 \WArme von einem Systemmit hoher Temperatur einem System niedriger Temperatur
zugefdhrt wird.

2 Teilchenvon einemSystemmit hohemchemisden Potential in ein Systemmit niedrigem
chemisden Potertial Bbergehen(bei gleicher Temperatur).

2 Ein Systemmit hohemDruck sich auf Kosten einesSystemsmit niedrigem Druck aus-
dehnt (bei gleicher Temperatur).

7.2.4 Reversible Prozesse

Wir de nieren einenreversiblenProzessdurch die Eigensthaft, dasser in beide Richtungen ab-
laufen kann. Dies kann nur dann der Fall sein,wenn (bei WArmeaustaush) die Temperaturen
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beider Systemegleich sind, da sonstdie Richtung desProzessewvorgegelen ist. Dies bedeutet,
dassdie Systemeim (thermischen) Gleichgewidt sind und der Prozessnicht statt ndet. Deswve-
genhat man in der Praxis stets eine kleine Temperaturdi®erenz wodurch der Prozesdangsam
ist. Der reversibleProzessenspricht dann dem Grenzfall versdwwindender Temperaturdi®erenz
aber audh unendlicher Prozessdauer.

Somit gilt fiv

reversible ProzesseeinesSystemsmit der Umgebungbei
WAarmeaustaush T = Tumgebung
Teilchenaustaush T = Tumgebung UNA * = 1 ymgebung
Volumerdnderung T = Tymgebung UNd P = Pymgebung

Betrachte nun einenProzesspei demein SystemseinVolumenandert und WArme ausgetausht
wird. Dann gilt mit den GiIn. (7.2,7.3)

iQi I:)Umgebungdv =duU = TdSi Pdv

Damit erhalten wir mit P = Pymgebung fiv reversible Prozesse

In einemreversiblen Prozessohne Teilchenaustaush ist die Anderung der Entropie desSys-
tems die zugefdgte WArme dividiert durch die Temperatur

ds = w (7.4)

Féhrt man den Prozessdagegenirr eversitel, d.h. spontan (und somit (P i Pumgebung)dV > 0),
sofolgt:

dS: iQirre_l\:ersibel + %(P i PUmgebung)dV S iQirre_\I:ersibeI

7.3 Haupts Atze der Thermo dynamik

Die Thermodynamik makroslopister Systemekann man anstelle des statistischen Zuganges
mit dem Gleichverteilungspostulat auch auf folgendenPostulaten aufbauen(siehez.B. Reif):
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0. Hauptsatz: Sind zwei Systemeim thermischen Gleichgewidit mit einemdritten System,
so mihssensie auch miteinander im thermischen Gleichgewidt stehen.

1. Hauptsatz: Jedem Makrozustand eines Systemskann eindeutig eine innere Energie U
zugeordnetwerden. Dabei ist dU = +Q + #W fir beliebige Prozesse.(Mayer, Joule,
Helmholtz: 1840{1850)

2. Hauptsatz: JedemMakrozustand einesSystemskann eindeutig eine Entropie S zugeord-
net werden.Dabei ist dS, +Q=T, wobei das Gleichheitszeihen fi reversible Prozesse
zwisten Gleichgewittszustdndengilt. (Clausius, Thomson (spater Lord Kelvin): 1848{
1865;VorangehendeArb eiten von Carnot 1824)
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3. Hauptsatz: Fiv T ! 0" strebt die Entropie einesgenerisben Gleichgewihtssystems
gegenNull. (Nernst 1906)

Der nullte Hauptsatz besdireibt die Existenz der Temperatur als globalenParameterim ther-
modynamisten Gleichgewidat.

Der erste Hauptsatz dridckt die Energieerhaltungaus, wenn man WaArme als eine Form der
Energie betrachtet. Das bedeutet, dasseskein Perpetuum mobile 1. Art gibt.

Der zweite Hauptsatz besagtu.A., dassdie Entropie in einemabgesblossenerSystem+Q = 0
wAdst. Er wurde urspridnglich éber den Wirkungsgrad von thermodynamisden Masdinen
formuliert. Er ist Aquivalert zu der Aussage,dasseskein Perpetuum mobile 2. Art gibt, das
WArme in Arb eitsleistung umwandelt.

Der dritte Hauptsatz bestimmt die absolute Grdvseder Entropie, wahrend der 2. Hauptsatz nur
Anderungenbestimnt. Er folgt ausder Tatsahe, dassfér ein Quantensystemder Grundzustand
in der Regelnicht entartet ist. (Fi eine ausfhrliche Diskussion,sieheAdam-Hittmair.)

7.4 De nition der thermo dynamisc he Potentiale

Betrachte denWArmeaustaush einesk drpersbei Temperaturanderung(WAarmekagzitat). Nun
mussman dabei angelen, wie die TemperaturAnderungvonstatten gehensoll.

1. DasVolumendesK drperssoll (sowie alle weiteren Arb eitsvariablen) soll konstart bleiben.
Dannist 2W = 0 und somit: 0
M
X

N;V fest

Cy

2. Der Kérper kann sein Volumen Andern, wobei der Druck konstart bleiben soll (= Umge-
bungsdruk). Dannist zQ = dU j W = dU + PdV und somit

+Q “dUﬂ Hdv'ﬂ “dHﬂ

+ P =
dT

Cp = _< = _— i
dT dT N;P fest dT N;P fest

N;P fest

wobei wir die EnthalpieH = U + PV de niert haben.
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Im thermodynamisden Gleichgewidt haben wir das vollstAndige Di®ererial

dH = |?H +PdV + VdP = TdS+ *dN + VdP
=TdS+tdNj PdV

Demad sind (S;N; P) die nativlichen Variablen von H. Der G\bergangvon U zu H ist gerade
eine Legendretransformation.

Betrachte nun die bei einemreversiblen Prozessan einem Systembei konstarter Temperatur
geleisteteArb eit
W = dU | HQeversivel = dU | TdS = dF

mit der freien Energie F = U j TS, Diesehat das Di®erertial

dF = @H i TdSj SAT = SAT + 1dN | PdV
=TdS+1dNj PdV

Entsprechend kénnen wir fér weitere Legendretransformationbzgl. der Variablen V und N
machen. Auf dieseWeiseerhalten wir fir Systeme,die sich im internen thermodynamiscen
Gleichgewitt be nden die folgendenthermadynamischenPotentiale.

Entropie S(U;N;V) dS= 1(dU;i *dN + PdV)

innere Energie U(S;N;V) dUu=TdS+1dN  PdVv

Enthalpie H(S;N;P)=U+ PV dH =TdS+ 1dN + VdP

freie Energie F(T;N;V)=U; TS dF =i SAdT + 1dN j PdV

freie Enthalpie G(T;N;P)=F+ PV dG=j SdT + *dN + VdP
grovsnonistiesPotential  J(T;%; V)=F i 'IN dJ = SdTj Nd PdVv

Die freie Energie wird aud als Helmholtz Potential und die freie Enthalpie als Gibbs'sdes
Potertial bezeitinet.

Kennt man einesder thermodynamisden Potertiale als Funktion seinernativlichen Variablen,
so kann man alle anderenPotertiale konstruieren.

Als Maxw ell-Relationen bezeitinet man die Beziehungenzwisthen den zweiten Ableitungen
der thermodynamisde Potertiale, z.B.
@F (T;N;V) _ @F(T;N;V) @(T;N;V) _ @(T;N;V)
@/a awv @ ar

Beispiel: Im idealeneinatomigenGaskenrt man die beidenZustandgleidbungen,die z.B. auct
experimertell bestimmbar sind

PV = NkgT thermische Zustandsgleibiung
3 . .
Cy(T;N;V) = éN kg kalorische Zustandsgleibung

Damit folgt:
@ (T;N;V) P= NkgT
@/ =1 =1 Vi
2Wie in der Mechanik der Abergangvon L(g;q) zuH(p;q)

) F(T;N;V) =i NkgTlog(V) + f1(T;N) (7.5)
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und ausC, = HQ=dT = T@(T;N;V)=@':

G NV) _ §Nk51 ) S(T;N;V) = gN ke log(T) + s(V;N)

a 2 T
und weiter
GO = is ) FMNV)= 1 SNKe(TIogT) i T)i TSViN) + F2(ViN)

Zusammenmit Gl. (7.5) habenwir s(V;N) = Nkg log(V) + s(N)
F(T;N;V) = gN kg(Tlog(T)i T)i NkgTlog(V)i Ts(N)+ f(N) (7.6)

Beadte S! j1 fik T ! 0. Demnad zeigt der dritte Hauptsatz, dassdie Ausdricke bei
tiefen Temperaturen falsch werdenmissen.

7.5 Zusammenhang mit den Zustandssummen

Bilde F(T;N;V) = j kg T log(Z). Dann gilt mit GI. (6.8)

U= @ ?F“(T;N;V) = F(T;N;V) i T@F‘(T;N;V)

Vergleidhe

U=F+TS=F(T;N;V)j T@@F(T;N;V)

Darausfolgt: F(T;N;V) = F(T;N;V) + £ (T;N;V) mit

0=#H(T;N;V) i T@@J_rf(T;N;V) ) #H (T;N;V)=Tc(N;V)

Ferner gilt:
@ 1 X @ £ y)- X @ E(V)=kg T @ (V)
F-TNV — k T_ (V)—kBT = = P
afTNVI=ikeTs  @® -z e

Da@ (T;N;V)=@ = | P, folgt

@@ﬂ (T;N:V)=0 )  #(T;N;V)= Te(N)

Als Ergebnishaben wir den Zusammenhangzwisten den Zustandssummerund den thermo-
dynamisten Potentialen:

F(T;N;V)
J(T;%5 V)

i keTlog(Z(T;N;V)) + Tc(N) (7.7)
i keTlog(Y(T;%; V) + Tc (7.8)
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Die zweite Relation |Asstsich ertsprechend beweisen.Die SummandenTc(N) bzw Tc¢ werden
in der Regelzu 0 gesetzt.

Beispiel: Nadh Gl. (6.13) gilt fiv daseinatomigeideale Gas

TR

F Y% NkgTlog(N=e)i gNkBTlog(T)i Nkg T log(V) i gNkBTIog gz/lj:;

wobei der erste Teil der Stirling'schen Formel N! » (N :e)Np 2¥YN verwendet wurde. Dies
entspricht geradeGl. (7.6). 3

7.6 Statistisc he De nition der Entropie

Aus der Gleichung (7.7) folgt

2
ke §|09(Z(T;N;V)) +

S= | @ (T;N; V) _ X E lei E(V)=kg T
a () f—{z—
=i log(Zp)=i logZi logp =P
Darausfolgt
-
S=iks plogp (7.9)

Diese De nition ist allgemeinund gilt fér alle Ensenblesim Gleichgewidit. Im mikrokanoni-
schen Ensenble ist z.B. p = 1=j( E) und esfolgt direkt S = kg log[i( E)].

3Beadte, dassdie N j AbhAngigkeit aus dem N !-Faktor ein makroskopischer Quantene®ektist, der z.B. bei
der Mischungseriropie wichtig ist.



Kapitel 8

An wendungen

8.1 W Armek apazit At

Die WArmekapazitat c = +Q=dT bezeitinet die WaArmezufuhrbeider Erhghung der Temperatur
einesSystems.Dabei kann der Prozessunterschiedlich gefdhrt werden:

8.1.1 Konstan tes Volumen

Hierbei fidhrt man die Temperaturerhghung bei fester Teilchenzahlund festemVolumen durch.
Im reversiblenFall gilt dann:

uiQﬂ _ “TdSﬂ , T@(T;N;V)

Cy = aT =

V;N =const dT V;N =const @

8.1.2 Konstan ter Druc k

HAu g hAlt man an Stelle desVolumensden Druck konstart. Gasedehnensich bei Tempera-
turerh@hung typischerweiseaus und leisten somit an der UmgebungArb eit. Die hierfiv nétige
Energie musszusétzlich dem Systemzugefdhrt werden. Es gilt im reversiblenFall

_Mras! LBTNY) | @TNy) M av]
dT b =const a @ dT N =const
o + T+ @(T;N;V) @/ (T;N;P)

@ a

Mit der Maxwell-Relation

@(T;N;V) _  @F(T;N;V) _ @(T;N;P)
o ' oa = @

folgt:

@ (T;N;P) @ (T;N;P)
ar ar
61

cp=0cy+ T

(8.1)
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8.1.3 Beispiel: Ideales Gas

Fi dasideale Gasist PV = Nkg T. Damit folgt:

@ (T;N;P)@/(T;N;P) _ cV+TNkB N Kg

ar ar vV P

cp=0cy+T :Cv+NkB

8.2 Adiabatisc he Expansion

HAuU g (z.B. bei aufsteigenden_uftmassenin der Atmosphare) verlauft eine Volumenanderung
so, dassgleichzeitig (fast) kein WArmeaustaush und kein Teilchenaustaush mgdglich ist. Bei
einem solden Prozessleistet das System (bei Ausdehrung) Arbeit. Ohne Warmeaustaush
verringert sich die innere Energie und das Systemkihlt ab. Wir betrachten wieder reversible
ProzesseDann gilt:

1 1
0= EiQadiabatisch — ud_s — @(T;N;V) + @(T;N;V) ud_T
T dv dv adiabatisch | @/ } | @- } dv adiabatisch
_ @ (TNV) =cy =T
ar
Darausfolgt
Har T  T@TNV) @y i oo MdT
= = ———~ TR =
dv adiabatisch Cv a |_?Z_} dv N ;P =const
=°j 1
mit dem Adiaatenk@+tzient ° = cp=c6, > 1.
Speziell fiv ideales Gas: TR
ar P _T
av N ;P =const N kg v
Also VR |
dT T o
- = (1| °)— ! T= C;|_V1I (82)
dV adiabatisch \
und mit PV = Nkg T folgt &
PV ' =¢c mit° = — 8.3
2 o (8.3)

Da° > 1fallt P scneller mit V alsim isothermenFall.

8.3 Der Carnot-Prozess

Als eine WaArmekraftmasdine bezeitinet man eine Apparatur, die in einemKreisprozess(d.h.
Anfangsund Endzustand der Apparatur ist nach einemZyklus gleid1)|_yVArme auseinemwar-
men Resenvir in Arbeit umwandelt. Dabei wird die Arbeit ¢ W = j dVPey an das System
geleistet,bzw. die Apparatur leistet die Arbeit Wymgen = i ¢ W an die Umgebung.Im reversi-
blen Fall ist P = Pey und Wymgen = dV P entspricht der eingesblossenerFlache desP | V
Diagrammsin Abb. 8.1(a). Fiv technische Anwendungensind von Interesse:
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Abbildung 8.1: Der Carnot Prozessim P j V Diagramm (a) und im T j S Diagramm (b).
Durchgezogend.inien sind Isothermen, gestrichelte Linien sind Adiabaten.

2 An der UmgebunggeleisteteArb eit Wymgen

2 Von dem warmen Reserwir der Apparatur zugefhrte Warme Q,,

WUmgeb

Wirkungsgrad = =
959 Qu

Bei dem Carnot-Prozesshetrachtet man einenmit einemGas (das System) gefdliten Zylinder,
der mit Reserwiren zweier verstiedener Temperaturen T,, > Ty in Kontakt gebradt oder
thermisd isoliert werdenkann. Der Prozessstarte bei Vi; Ty, und wird wie folgt gefhrt, siehe
Abb. 8.1:

1. Isotherme Expansion auf das Volumen V, im thermischen Kontakt mit dem warmen
Reserwir T,

2. Adiabatische Expansion (bei thermischer Isolierung) bis die Temperatur T, und das Vo-
lumen V; erreicht wird.

3. Isotherme Kompressionauf das Volumen V, im thermischen Kontakt mit dem kalten
Reseroir Ty

4. Adiabatische Kompression(bei thermischer Isolierung) bis die Temperatur T,, und das
AusgangswlumenV; erreicht wird.

8.3.1 Der Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses

Wird der Prozesseversibel gefdhrt, danngilt mit demzweiten HauptsatzdS = +Q=T, und man
kann den Carnot-Prozessbesondersinfadh im T j S Diagramm 8.1(b) betrachten. Man liest
direkt ab, dassdie vom warmenReseroir zugefigte WArmeQ,, = ¢ Qq » = Ty (S2j Sy) ist. Die
vom kalten Reseroir aufgenommene@Varmeist entsprechendQx = ¢ Qa3 4 = Te(S1i S2) < O.
Da ¢ U = 0 fiy den gesanten Kreisprozesgjilt, folgt aus dem ersten Hauptsatzes

CW=i¢Q=ijQui Q=i (Twi T(S2i S1)
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und somit folgt filv den Wirkungsgrad bei reversibler Prozessiinrung
i eW Ty Tk
"7 Qu T

Fihrt man den Prozessnicht reversibel so gilt:

2 Da nadc demzweiten Hauptsatz die Entropie einesSystemseindeutig bestimmt ist, muss
das Systemnad einemZyklus die gleiche Entropie wie anfangshaben. Alsoist ¢ S;, , +
€Sy 3+ ¢S5 4+€S,1,=0

2 Im irreversiblenFall ist +Q < TdS. Insbesondergyilt auf den Adiabaten ¢ S, 3 > 0 und
¢Sy 1>0, dai'Q= 0 ist.

2 Auf demWegl! 2gqilt T < T, und auf dem3 ! 4 gilt T > Ty, da sonst der
WArmedbergangnicht spontan statt nden kann.

Damit folgt:
Z 2
Qw < TdS< Tw¢ Sy 2= Tw(¢ Sz 3+ €Sz 4+ ¢Sy 1) < j TwC Sz 4
1
Z 4
T Tw
<iT —dS< | —
S S Qxk
Aus dem ersten Hauptsatz folgt fév den KreisprozessWymgebung = i ¢ W = Qyu + Qi und wir

erhalten den Wirkungsgrad
- Qw+Qk< Tw i Tk:
Qw Tw

Zusammengefassyilt:

Der Carnot Prozess
2 entzieht dem warmen Reserwir die Warme Q,,
2 figt dem kalten Resenoir die WArmej Qc=j ¢ Qs 4= (1i ")Qu zu
2 leistet die Arbeit Wymgen = ~ Qw an der Umgebung

2 Der Wirkungsgrad betragt © - "o = (Tw i Tk)=Tw, Wobei das Gleichheitszeithien fir
reversible Prozessayilt.

Der reversible Kreisprozesskann auch umgelkehrt gefdhrt werden. Dann muss man von au¥en
die Arbeit am Systemleisten und transportiert dabei WArme von der tieferen Temperatur zur
hdheren.Diesist das Prinzip von Kghlschrank und WArmepumpe.

8.3.2 Reversibler Carnot-Zyklus mit idealem Gas

Im Folgendenwollen wir einenreversiblen Carnot-Prozessfiv ein idealesGas betrachten. Als
Grundlage verwendenwir dabei lediglich den ersten Hauptsatz und die Zustandsgleibungen
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des idealen GasesU = ¢, T und PV = NkgT. Demnad gilt dann auf einer Isothermen
du = 0= +Q + £W. Damit erhalten wir:

Z Vs
CWy 2= dVP = j Nkg Ty log(V.=\) ¢ Qu 2 = NkgTy log(Vo=W)
Vi
CWy 3= ! ¢Qx3=0
Z Vs
CWs 4= dVP = j Nkg Ty log(Vs=\s) ¢ Qs 4 = Nkg Ty log(Va=V5)
Va
CWy =0 ¢Qu1=0

Da ¢ U = 0 fiy den gesanten Kreisprozesggilt wegendesersten Hauptsatzes
CW=j¢Q=j¢Qu2i ¢Qz 4= NkgTylog(Vo=V1) i NKgTylog(Vs=V5)

WegenGl. (8.2) gilt V1=V, = (Tw=T)¥ ) und V,=\4 = (T,,=T,)**%i *), dadie Volumina durch
Adiabaten verkniépft sind. Darausfolgt Vi=\s = V,=V,. Damit erhalten wir den Wirkungsgrad
desidealenGasesim reversiblenFall.

. _%Qu 2+ ¢Qg 4 _ Tylog(Va=\1) + Tilog(Va=Vs) _ Twi T«
ed ¢Qu 2 Tw log(V>=\) Tw

Diesist geradeder Wirkungsgrad " aus dem vorigen Abschnitt.

8.3.3 Bedeutung des zweiten Hauptsatzes

Nun betrachten wir allgemeineW aArmekraftmasdinen die zwishen zwei Reserwiren mit Tem-
peraturen T,,; Tx arbeiten und den Wirkungsgrad“~ habe. Dann liefert die Masdine die Arbeit
Wumgeb = ~Qw. Mit dieserArbeit kann man den idealen Carnot-Zyklus aus dem letzten Ab-
schnitt ridckwarts betreiben und erhalt hier

ideal _ | Wumgeb _
w - - | QW

ideal ideal

Entsprechendgilt Qx = (" i 1)Qu und Q% = ("igeq i 1)Qi9®@. Durchlaufen beide Mascinen
eine Zyklus, solautet die Bilanz fir die Reserwire:

2 Dem warmen Reserwir wird die WArmej Q, i Q!9 = Qu (" ="igear i 1) zugefihrt.

2 Demkalten Reserwir wird die Warme Qy + Qil?ea' = Qudi )+ (i idea)Qu = ideal =
Quw( ="igea i 1) erntzogen.

2 Die Arbeitshilanzist Null.

Aus dem zweiten Hauptsatz hatten wir in Abschnitt 8.3.1gefolgert,dass” - "¢ = "igea gilt.
Dannist Quw( = igear i 1) - 0 wasnun folgenderAussagenenspricht:

Es gibt keine Kombination von Masdinen, die bei einem Kreisprozessediglich WArme von
einemResenpir niedriger Temperatur in ein Resenoir hgherer Temperatur transferieren.
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Das Wort lediglich ist dabei essetiell, da man selbstwerstandlich Mascinen hat, bei denenein
soldher Warmestransferdurch eine Arb eitsleistungam Systembewirkt wird.

Falls = > igea WAre, so kénnte man nur den Teil “iqea=" der Arbeit aus der allgemeinen
Masdine verwenden,um den Carnot-Zyklus rdckwérts betreiben. Dann erhdlt man folgende
Bilanz:

2 Die WArmebilanzfér daswarme Reserwir ist Null.
2 Dem kalten Resenoir wird die WArme (" i “igea)Qw €ntzogen.

2 An der Umgebungwird die Arbeit (" | “igea)Qw geleistet.

Nun ertspricht © - "o = "jgea der Aussage

Es gibt keine Kombination von Mascinen, die WArme eineseinzigen Resenoirs in Arb eit
transferieren(Perpetuum mobile zweiter Art).

8.4 Das Reale Gas

8.4.1 Die Van-der-W aals-Gleic hung
Zustandsgleibung desidealenGasesPV = Nkg T wird modi ziert durch

2 Endliche Ausdehrung der Molekile:! V°= V| Nbsteht den Molekilen zur Verfidgung

2 Die Anziehung der Molekile ist / (N=V)?2. Diesereduziert den Druck an der Ober®adche,
sodassder Binnendruck P°= P + a(N=V)? hdherist

Mit der modi zierten Gasgleitung P%°= NkgT erhalten wir die
H Al
Van der Waals Gleichung P + aW (Vi Nb= NkgT (8.4)

die reale Gaserelativ gut besdtreibt.

Abb. 8.2 zeigt starke Abweichungenvon dem einfacen Verhalten P / 1=V fir dasideale Gas.
Insbesonderegibt esfiv T < T, einenVolumerbereid in dem @ (T;N;V)=@ > 0 gilt, d.h.
der Druck mit dem Volumen wAchst. Die kritische Temperatur T, ergibt sich aus

@ (T;V;N) _ @P(T;V;N) _ _ 8 . _ b . @
@/ - 0 Und @/2 - 0 ) kBTC_ 27b1VC_ 3Nb1 PC_ 27b2

Insbesondereergeten sich filv CO, T, = 3042 K und P, = 7:29 MPa (gleich 72.9bar).

8.4.2 Instabilit At des mittleren Astes

Der mittlere Ast mit @ (T;N;V)=@ > 0 ist thermodynamisd instabil. Dies ergibt sich aus
folgenderBberlegung:
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Abbildung 8.2: Isothermenausder Van-der-Waals-Gleitcung fév 1 mol (d.h. N, = 6:022£ 10
Molekile) CO, mit den Koetzienten a = 0:37Pa m®=(N2), b= 4:33£ 10 5m3=N,.

Betrachte eineSubstanzin einemfestenVolumen2V,, dasdurch eineWandin zwei Teilvolumina
Vi, Vo mit festenTeilchenzahlenN; = N, = Nj eingeteiltist. ZunAchst seienbeideTeilvolumina
gleich, d.h. V; = V, = V, und der Zustandliegeauf demmittleren Ast mit der Dichte No=\% und
demDruck P, = P, = P(T; Ng; Vo) (sieheAbb. 8.3). Seinun V, = Vp+ £V mit £V > 0einekleine
zufallige Versdiebung der Wand. Da @ (T;N;V)=@ > 0 wachst der Druck im Teilvolumen
2 und fallt im Teilvolumen 1. Da wir einenBberdrud bei 2 haben, wacst somit das Volumen
2 spontan weiter, bis eine Situation entsteht bei der wieder P(T;Ng; V1) = P(T;Ng; V,). gilt.
Dann liegt V, > V, auf demredten und V; < V, auf demlinken Ast. Somit gilt fér die Dichten
No=V1 > No=\,, d.h. eskoexistieren ein Zustand niedriger Dichte (Dampf) und ein Zustand
hoher Dichte (Flhssigleit) miteinander. Das reale Gas kann alsoin den beiden Phasen® Assig
und gasBrmig auftreten.

Die Van-der-Waals-Gleibung zeigt ferner, dassdie Koexistenzvon Dampf und Flissigleit nur
fiv T < T. mdglich ist. Bei hdheren Temperaturen versdwindet der Unterschied zwisden
Dampf und Flissigleit. (Bei Wasserist T, = 6474 K)

8.4.3 Dampfdruc k

Im letzten Abschnitt wurde das Verhalten unter der Bedingung untersudit, dasskeine Teil-
chen von der einenin die andere Phase Bbergehenkdnnen. In einem physikalischen System
kdnnen aber Teilchen von einerin die anderePhasefbergehen(Kondensation bzw. Verdamp-
fung von Molekilen). DieserProzess ndet spontan statt, wenn sich die chemisden Potentiale
1. sssigr * gast. DEIdEr Phasenunterscheiden.

Da sich mit dem Teilchenaustaush auch die Volumina beider Phasenandern,ist eszwedkmavaig,
das Systemnun bei festem Au¥erenDruck Pey (und, wie schon vorher, fester Temperatur T)
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Abbildung 8.3: Beispieleiner Ausbildung zweier Phasenmit Volumina V; und V; in einemfesten
Gesanmvolumen2V, fiv T < T. ohne Teilchenaustaush.

zu betrachten. Die medaniste Gleichgewidtsbedingunglegt dann fiv beide PhasenP = Py,
fest. Fiv vorgegetenenDruck und vorgegelene Temperatur ist die freie Enthalpie G(T;N;P)
das geeignetethermodynamisde Potertial. Nun ist N die einzige extensive Variable von G.
Also gilt G = Ng(T;P). Da gleichzeitig @=@ = * gilt, folgt:

G= Ni(T;P)

D.h. die Bedingung? - sssig = ! gast. Impliziert (bei gleicher Teilchenzahlbeider Phasen)G- jssig =
Ggast.. Nun folgt aber

Ggasf. i G"Eissig =F (T; N; Vgasf.) + PVgasf. i F (T; N; Ve Assig) i PV Bssig

Vgasz @ T’ N ’ V
= I:)(Vgasf. i Ve léissig) + dv ( )

Vg | — @}

= P
Die rechte Seitebesahreibt geradedie Di®erenzder FlAchen, die zwisden der Stredke P = Pegy
und derKurveP (V) im PV -Diagrammeingesblossenst. Nun sieit mangraphisd ausAbb. 8.4
R
2 Bei kleinem Pgy; ist \Xg;:;g dV P > P(Vgast. i Veissig) und somit * gasr < 1 ejgsig. Dann
gehenTeilchen spontan von der ° BssigenPhasein den Dampf Bber (Verdampfung.

R
2 Bei grovaenPey, ist \ng;fi'g dV P < P(Vgast.i Veissig) Und somit? « ssig < * gast.. Dann gehen

Teilchen spontan vom Dampf in die ° BssigenPhaseber (Kondensation.
R .
2 Es gibt €in Pex; = Pkoexistenz(T), bei dem VVf;:;g dV P = P(Vgast. i Vesissig) gilt (FlAchen-
gleichheitsregel).Dann sind beide Phasenim Gleichgewidt. Pxgexistenz(T) ist der Dampf-
druck der Flissigleit.
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Abbildung 8.4: Die FIAchengleitheitsregelbestimmt den Druck Pyoexistenz(T), bei dem beide
Phasenim chemishen Gleichgewidit (d.h. - gssig = * gast) SiNd.

Die Verdampfungsvérme betragt

Vgasf.
Q=2 PCV = Fgasr. i Feissig = dvV P(T;N;V)

Ve Bssig

8.4.4 Phasendiagramm

In Abhangigkeit von T und P kann man nun in ein Phasendiagamm die Bereiche der ° Assi-
genund gasfirmigen Phaseeinzeitinen. Hinzu kommt die feste Phase, die hier bislang nicht
diskutiert wurde. Abb. 8.5 zeigt ein typischesBeispiel.

8.5 Fermi- und Bose-V erteilung

Betrachte ein quartenmedanishes Systemidentischer Teilchen, das sich nAherungsweise als
Summevon Einteilchen-Hamilton-Operatoren besdreiben |Asst.

X
Rv. hf mit fj = Eq' ®

i=1
Diesgilt z.B. fir freie Teilchen oder das Atom im RahmendesZertralfeldmodelles.In wedsel-

wirkenden Systemen,kann man den Hamiltonoperator oft auf ein Systemvon schwach wedh-
selwirkendenQuasiteilchen transformieren (z.B. Cooper-Paarein der Supraleitung).
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Abbildung 8.5: Phasendiagrammfir eine typische Substanz.Der Kreis zeigt den Tripelpunkt
an dem alle drei Phasenim Gleichgewidt sind.

Nach dem Symmetrisierungspstulat sind die ZustAnde des Gesantsystemsdurch die Angabe
der besetztenEinteilchenzusfnde eindeutig bestreiben. Dies gesbhieht durch die Besetzungs-
zahlenng = 0;1;2::: der einzelnenZustandenj' ®i.

Im Folgendenbetrachten wir die BesetzungeinesZustandsj' “i. Hierzu nehmenwir an, dass
das Systemim Kontakt mit einemResenoir mit chemishen Potertial 1 ist. Dann kénnenwir
die gro¥snonishe Verteilung verwenden. Der Beitrag zur Gesantenergie des Zustands ° ist
geraden-E-.

8.5.1 Fermi-Dirac Verteilung

Wir betrachten Fermionen.Dann gilt wegendes Pauli-Prinzips n- 2 f0; 1g. Wir erhalten die
gro¥zknonishie Zustandssumme

Y = gMetinE) = 904 o (iE)

und die mittlere Besetzung
X e (n°1inE) e (i E) 1
m-i = ne = — = ———
Y 1+ e (i E°) e(Ei')+ 1

ne

Die mittlere Besetzungeines(nahezuwedselwirkungsfreien)Einteilchenzustandes mit dem
Energieeigemert E- im Kontakt mit einemReserwir mit dem chemishen Potential * betrAgt
fiv Fermionen

1

ol = o j 1 i i i =
-i = ng(E- j *) mit der Fermifunktion ng(E) SE+ 1
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Abbildung 8.6: Fermiverteilung fé&v * = 10 und vershiedene Temperaturen. Man sieh, dass
Ng ValfWE< 1 3kgTundng “Oflr E>1 + 3kgT.

8.5.2 Beispiel: Elektronen verteilung in einem Metall

In einem Metall (z.B. Natrium) sind die Valenzelektronen(AuYsersteScale) der Atome Bber
den Kristall delolalisiert. Sie lassensich durch nicht wedselwirkende Quasiteildhen mit In-
dex k (dem Blochvektor) und Energie Ex = ~?k?=2m" besdreiben. Dann lautet die mittlere
BesetzungdieserBlochzustande

i = fe=ne(Exj )

Die Gesantzahl der freien Elektronen ist
X
HNi = 2(fédv Spin) fi
k

Bei ausgedehten Kristallen muss die Ladung der Valenzelektronengerade die Ladung der
lonenndmpfe kompensieren,damit Ladungsneutralitdt herrsct. Hierdurch ist die Gesantzahl
der Elektronen vorgegelen. Dies bestimmt dann das chemisde Potertial.

8.5.3 Bose-Einstein Verteilung

Wir betrachten Bosonen.Dann kénnenbeliebigeBesetzungszahlem- 2 f0; 1;2;:::g angenom-
men werden.Wir erhalten die gro¥snonistie Zustandssumme

_ - ¢,. 1
— (ne1in-E-) — I ~@;E)™ -
Y € € 1j e (*i E°)
ne ne =0
und die mittlere Besetzung
X 1 - 1, _dY e (i E) 1
(neljneEe) _— — —
— nee = —kgT— = = = — 8.5
Y P {z } Y P 1li eCiE) e®Ein); 1 (8.5)

no - H o )
:kBlele (netjneEe)
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Abbildung 8.7: Boseerteilung fév 1 = 0 und vershiedene Temperaturen. Man sielt, dass
ng (E) bei E = 0 divergiert.

Die mittlere Besetzungeines(nahezuwedselwirkungsfreien)Einteilchenzustandes mit dem
Energieeigemert E- im Kontakt mit einemReserwir mit dem chemisden Potential * betrAgt
fiv Bosonen

, . 1
o] = E-; 1 E)= —
n-i = ng(E-j ) mit ng(E) et 1
8.5.4 Phononen
Betrachte ein Systemertkoppelter Oszillatoren
x M 1 1 1
H(P;Q) = 5

ZP@Z) + 5! Q5

®

wobei Qg die Normalkoordinaten und Pg die zugerigen kanonisden Impulse sind (vergleidhe

Theola). Quarntisierung ergibt, dassdie Energie-Eigenverte jedesOszillator Eg(nNe) = ~! e(Ne+
1=2) lauten. Fir jeden Oszillator ° gilt die kanonisde Verteilung

g ~e(e+l=2) s

p(n-) = 7 mit Z =

g ~'e(ne+l=2)

ne =0
Dies ergibt die mittlere Anregung

m-i = n-p(n-) wie (8.5) n

B(~!-)
ne =0
Die mittlere Anregung der Scwingungsmale verhalt sich wie die BesetzungeinesEnergieni-
veausg. = ~l.

= mit Bosonenbei einem chemisdien Potertial * = 0. Spradgebraud: ,Die
Sdwingungsmale ° ist mit n- Phononenbesetzt .
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8.6 Planc ksche Strahlungsformel

Betrachte einenHohlraum mit VolumenV, in demdie elektromagnetisbe Strahlung im Gleich-
gewidt mit der Umgebung(Temperatur T) ist.

Im Vakuum hat man ein freiesLichtfeld ( )

X _ X _
E(r;t) = < Ee(k)e*® 't B(r;t) = < Y Eg(k)ek®it (t

® @ ' ()

dassich ausModen mit Wellervektor k und jeweils zwei PolarisationsrichtungenEg ? k zusam-
mensetzt.Dabeiist ! (k) = ¢kj. Nun sind die einzelnenModen deselektromagnetisben Feldes
derart quartisiert, dassihr Beitrag zur Energieim Hohlraum geradeE (ngx) = (nex + 1=2)~! (k)
betragt. Entsprechend der Redinung aus Abschnitt (8.5.4) folgt die Besetzungjeder Mode ge-
rade der Bose-\érteilung, also gilt

Mexi = ng(~! (k))
Man spricht davon, dassdie Mode ®; k mit n Photonenbesetztist.

Um die Gesantenergie des Strahlungsfeldesim Hohlraum bestimmen, méssenwir @ber die
m@glichen Werte von k summieren.Dieswollen wir fé ein grovse&/olumenV = L,L,L, unter-
sudhen, dashier der Einfachheit halber als Quaderangenommerwird. Die m@glichen Werte von
k ergelen sich aus den Randbedingungenan den RAndern. Besonderseinfad ist diesfiv peri-
odische Randbedingungen.Aus E(ry;; epene; t) = E(r'yz; epene + Lx€x; 1) folgt direkt kL = 2%n.
Damit betrAgt der Abstand benadbarter zulassigerk,-Werte ¢ k, = 2¥&L,. Entsprechendes
gilt fivr ¢ k, und ¢ k,. Darausfolgt fiv beliebigeFunktionen f (k)

Z 1 Z 1 YA 1

X CLyLyL, X X X LV
f (k)= (27 ¢ Kky ¢ ky ¢ k,f (k) ¥a 27 dky dky dk; f (k)
k 7 kx ky kz i1 il il
\%

(8.6)

Den Bbergang P ! V:(2%3Rd3k gilt filv gro¥seVolumina, wenn die Moden k so dicht
beieinanderiegen,dasssich die Funktion f (k) auf der Skala 2V#L nicht Andert. Man bezeitinet
ihn Kontinuumslimes Insbesondereerkennt man, dassdie Anzahl der Moden proportional zum
Volumenist.

Nun ist die GesantenergiedesHohlraumes

X X v o Z1 ~ (K)
U= Me (~ (k) + 1221 (K) = 20594 okk =g

2

12

Der Summand 1=2, der die Grundzustandsenergialer Oszillatoren besdtireibt liefert einendi-
vergierendenTerm. Da er aber nicht von der Temperatur abhangt, lassenwir ihn weg (Renor-
mierung der Energieskala). Mit der Substitution k = ! =c erhalten wir die

Zl 3
V- !

V=%, Yo
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Dies ergibt die

V- 1y 8.7
e 10 8.7)

die die spektrale Energiewerteilung der Hohlraumstrahlung besdireibt (Max Planck, 1900).

Planck'scheStrahlungsformel dU =

Dies war historisch das erste Erscheinenvon ~, der grundlegendenKonstanten der Quanten-
medanik (Planck hatte h = 2%z verwendet).

Mit der Substitution ! = xkg T=- erhalten wir weiter
Z
_ V(kgT)* ™1 « X3
T Y2 (~¢)3 e i
( ) | 0 {Z | }

=y$#=15

Dies ergibt das Stefan-BoltzmannGeset?, das besagt, dassdie Energiedidhte des scwarzen
Strahlers proportional zur vierten Potenz der Temperatur ist.

8.7 Bose-Einstein-Kondensation

Betrachte ein Gasfreier Teilchen, die bosonisben Charakter haben. Dann sind die Einteilchen-
EigenzuséindeebeneWellenek® mit der EnergieEy = ~2k?=2m. Aus der Bose-\érteilung folgt
die Gesantzahl der Teilchen X
N = ng(Exi *)

k
Bei der Beredanung der Summesepariererwir denniedrigstenZustandk = 0 ab und verwenden
fiv die restliche Summeden Kontinuumslimes(8.6)
z Z,

_ . V 3 gy ) \VJ . ) 1
N = mol + (21/93 d knB(Ek| )— h"lol + (21/934/4 . dkk e*(~2k2:2mi 1) i 1
Mit der Substitution x = ~~2k?=2m folgt
Z
N 1, . (@2mksT)3?" 1 p_ 1
v o me + 7=nul dx Xie(xi =1

Fiv gegeleneTemperatur gibt diesdenZusammenhangler Dichte N=V mit ! , wobei die Dichte
mit * wadst. Nun muss? < 0 gelten, da sonstdie Fermifunktion bei k = 0 unendlich wird.
Nun gilt Z, o .
lim d — = 2:31:::
1!I 0 X Xe(Xi i1
Falls nun
N S (2mkg T)3*2
Vv 4Yy8~3
gilt, so muss die mittlere Besetzungdes Grundzustands i in der Grédvsenordang von N
sein, dasshei%at,ein makroskopischerAnteil der Teilchenist im Grundzustand Dies bezeitinet

2:31 (8.8)

1Diese Beziehung wurde 1879von Stefan experimentell gefundenund 1884 von Boltzmann im Rahmen der
klassistien Physik begnindet. Die Konstante blieb dabei natévlich o®en,da sie ~ enth Alt.
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man als Bose-Einstein-Kondensat Dies ist tatsAchlich m@glich, wenn ! 0 gelt, da dann
hnoi = ng(*) divergiert, also beliebig gro¥wird. Der E®ekt wurde 1924 von Satyendra Bose
und Albert Einstein vorhergesagtAus (8.8) ndet man die kritische Temperatur

N

2 M )P

T. = 3:32ka v

Fi ein GasausNatrium-Atomenm = 3:8£ 10 2% kg mit der geringenDichte N=V = 10'"=cm?
(damit sich kein Festkdrper bildet) hat man T, = 1:5! K. Dieswurde erstmals1995experimertell
beobadtet (Physical ReviewLetters 75, 3969(1995); Science269, 198(1995); Nobelpreis2001
fir Cornell, Wieman und Ketterle).



