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Teil I

Fortsetzung der Quan tenmec hanik
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Kapitel 1

Drehimpulse in der Quan tenmec hanik

1.1 Bahndrehimpuls und Dreh ung im Ortsraum

Betrachte das Verhalten einer beliebigenFunktion f (r ) in Ortsraum (z.B. Potential, Wellen-
funktion, etc.) bei einer Drehung D.

Drehung der Funktion f (r ) ! ~f (r )

Drehung desOrtsraumesD(r ) = ~r

Nun gilt: ~f (~r ) = f (r ) ) ~f (r ) = f (D ¡ 1(r ))

Speziell bei Drehungum in¯nitesimalen Winkel ±ÁÁÁ k Drehachse:D(r ) = r + ±ÁÁÁ£ r gilt:

~ª( r ) =ª( r ¡ ±ÁÁÁ£ r ) ¼ ª( r ) ¡ (±ÁÁÁ£ r ) ¢r ª( r )

=ª( r ) ¡
i
~

±ÁÁÁ¢
µ

r £
~
i
r

¶
ª( r ) =

µ
1 ¡

i
~

±ÁÁÁ¢L̂
¶

ª( r )

mit dem Operator desBahndrehimpulsL̂ = r̂ £ p̂

Der Operator desBahndrehimpulseserzeugtin¯nitesimale Rotationen im Ortsraum.

Es gelten die Kommutator-Relationen mit L̂ 2 = L̂2
x + L̂2

y + L̂2
z:

[L̂ 2; L̂ j ] = 0 und [L̂ j ; L̂ k ] = i~
X

l

² j kl L̂ l

Interpretation der Kommutator-Relation: Betrachte hintereinander ausgefÄuhrte in¯nitesimale
Drehungenum die x und y Achse:

DxDy =
µ

1 ¡
i
~

±Áx L̂ x

¶ µ
1 ¡

i
~

±ÁyL̂ y

¶

= 1 ¡
i
~

±Áx L̂ x ¡
i
~

±ÁyL̂ y ¡
1
~2

±Áx±ÁyL̂ x L̂ y

= DyDx ¡
1
~2

±Áx±Áy

³
L̂ x L̂ y ¡ L̂ yL̂ x

´
= DyDx ¡

i
~

±Áx±ÁyL̂ z

¼DyDx

µ
1 ¡

i
~

±Áx±ÁyL̂ z

¶
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Der nichtverschwindendeKommutator zwischen L̂ x und L̂ y entspricht der Tatsache, dassdie
Drehungenum die x und y Achsenicht vertauschbar sind.

1.2 Verallgemeinerte Drehimpulse

De¯niere allgemeineselbstadjungierteDrehoperatoren Ĵx ; Ĵy; Ĵz Äuber die Eigenschaft:

[Ĵ2; Ĵj ] = 0 und [Ĵj ; Ĵk ] = i~
X

l

² j kl Ĵl (1.1)

Dann gibt eseineBasisdeszugehÄorigen Hilbertraumesaus gemeinsamenEigenzustÄandenvon
Ĵ2 und Ĵz. Sei jª i ein solcher normierter Zustand. Im FolgendensollenspezielleEigenschaften
der Eigenwerte bestimmt werden.

1. Die Eigenwerte von Ĵ2 sind grÄo¼ergleich 0.

Bew eis: Sei Ĵ2jª i = ®jª i . Dann gilt

® = hª jĴ2jª i = hª x jª x i + hª y jª y i + hª zjª zi ¸ 0

wobei jª i i := Ĵi jª i und somit hª i j = hª jĴi , da Ĵi selbstadjungiert ist. ¤

Deswegensetzenwir im Folgendeno.B.d.A.

Ĵ2jª i = j (j + 1)~2jª i und Ĵzjª i = m~jª i

wobei zunÄachst j 2 R+ und m 2 R zugelassenwird. Wir de¯nieren die Schiebeoperatoren

Ĵ§ = Ĵx § iĴy. Dabei gilt
³

Ĵ§

´ y
= Ĵ¨

2. Betrachte jª + i = Ĵ+ jª i . Es gilt

hª + jª + i = hª jĴ¡ Ĵ+ jª i = hª jĴ 2
x + Ĵ 2

y + i[Ĵx ; Ĵy]jª i = hª jĴ2 ¡ Ĵ 2
z ¡ ~Ĵzjª i

= [j (j + 1) ¡ m2 ¡ m]~2

Daraus folgt

(a) jª + i = 0 , m = j oder m = ¡ j ¡ 1

(b) FÄur m > j oder m < ¡ j ¡ 1 wÄare hª + jª + i < 0. Deshalbmuss ¡ j ¡ 1 · m · j
gelten.

(c) jª + i ist ebenfalls ein Eigenzustandvon Ĵ2 und Ĵz mit den Eigenwerten j (j + 1)~2

und (m + 1)~.
Bew eis:

Ĵ2jª + i = Ĵ2Ĵ+ jª i = Ĵ+ Ĵ2jª i = Ĵ+ j (j + 1)~2jª i = j (j + 1)~2jª + i

Ĵzjª + i = Ĵz(Ĵx + iĴy)jª i = (Ĵx + iĴy)Ĵzjª i +
³

[Ĵz; Ĵx ] + i[Ĵz; Ĵy)]
´

jª i

= (Ĵx + iĴy)m~jª i + ~
³

iĴy + Ĵx

´
ª i = (m + 1)~jª + i ¤
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Wir schreibennun jª i = ja; j ; mi , wobei a fÄur weitereQuantenzahlensteht, da esmehrere
ZustÄandemit gleichem j ; m geben kann. Dann setzenwir wegen(a) und (c) fÄur m 6= j

ja; j ; m + 1i =
1

~
p

j (j + 1) ¡ m(m + 1)
Ĵ+ ja; j ; mi (1.2)

Durch wiederholtesAnwendenvon Ĵ+ erhÄalt man so eine Folgevon ZustÄanden ja; j ; mi ,
ja; j ; m+ 1i , ja; j ; m+ 2i ; : : :. Die Folgebricht ab, wennm+ i + = j gilt, da dann Ĵ+ ja; j ; m+
i+ i = 0. Andernfalls steht ja; j ; m + i i fÄur i > j ¡ m im Widerspruch zu (b).

Damit folgt, dassm = j ¡ i + mit i+ 2 N0 gilt.

3. Betrachte jª ¡ i = Ĵ¡ jª i . Es gilt entsprechend

hª ¡ jª ¡ i = ~2[j (j + 1) ¡ m2 + m]

Daraus folgt

(a) jª ¡ i = 0 , m = ¡ j oder m = j + 1

(b) FÄur m < ¡ j oder m > j + 1 wÄare hª ¡ jª ¡ i < 0. Deshalbmuss ¡ j · m · j + 1
gelten

(c) jª ¡ i ist ebenfalls ein Eigenzustandvon Ĵ2 und Ĵz mit den Eigenwerten j (j + 1)~2

und (m ¡ 1)~.

Wir setzenfÄur m 6= ¡ j

ja; j ; m ¡ 1i =
1

~
p

j (j + 1) ¡ m(m ¡ 1)
Ĵ¡ ja; j ; mi (1.3)

Durch wiederholtesAnwendenvon Ĵ¡ erhÄalt man so eine Folgevon ZustÄanden ja; j ; mi ,
ja; j ; m ¡ 1i , ja; j ; m ¡ 2i ; : : :. Die Folge bricht ab, wenn m ¡ i ¡ = ¡ j gilt, da dann
Ĵ¡ ja; j ; m ¡ i ¡ i = 0. Andernfalls steht ja; j ; m ¡ i i fÄur i > ¡ j + m im Widerspruch zu (b).

Damit folgt, dassm = ¡ j + i ¡ mit i ¡ 2 N0 gilt.

Zusammenfassung aus 2 und 3:

FÄur jedemgemeinsamenEigenzustandjª i von Ĵ2 und Ĵz mit Eigenwerten j (j + 1)~2 und m~
gilt:

² Es gibt i+ ; i ¡ 2 N0 mit m + i+ = j und m ¡ i ¡ = ¡ j . ) 2j = i + + i ¡ 2 N0

² Durch wiederholtesAnwendenvon Ĵ+ und Ĵ¡ kannmaneineSerievon ZustÄandenja; j ; m0i
mit m0 = ¡ j ; ¡ j + 1; : : : j erhalten, die alle EigenzustÄandevon Ĵ2 und Ĵz sind.

Die EigenzustÄande von Ĵ2 kÄonnen nur die Eigenwerte j (j + 1)~2 mit j = 0; 1
2; 1; 3

2; 2; 5
2; : : :

haben. Diesebilden Multipletts aus 2j + 1 ZustÄanden ja; j ; mi mit m = ¡ j ; ¡ j + 1; : : : j , die
EigenzustÄandevon Ĵz mit dem Eigenwert m~ sind. Dabei gilt:

Ĵ2ja; j ; mi = j (j + 1)~2ja; j ; mi und Ĵzja; j ; mi = m~ja; j ; mi (1.4)
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1.3 Rotationssymmetrisc he Systeme

Der Hamilton-Operator Ĥ ist rotationssymmetrisch, wenn er durch jede verallgemeinerteRo-
tation desallgemeinenHilbertraumes(also insbesonderedie in¯nitesimalen, die von Ĵi erzeugt
werden) in sich selbst ÄuberfÄuhrt wird. Dann gilt [Ĥ ; Ĵi ] = 0 fÄur alle i = x; y; z und somit auch
[Ĥ ; Ĵ2] = 0. Dann folgt, dassĤ ; Ĵ2 und Ĵz ein System gemeinsamerEigenzustÄande jª i mit
Eigenwerten E, j (j + 1)~2 und m~ hat.

Dabei gilt Ĥ jª § i = Ĥ Ĵ§ jª i = Ĵ§ Ĥ jª i = Ĵ§ Ejª i = Ejª § i . Durch wiederholte AusfÄuhrung
folgt somit:

In rotationssymmetrischen Systemenhaben alle ZustÄandeeinesMultipletts ja; j ; mi mit m =
¡ j ; ¡ j + 1; : : : j dieselbe Energie.Daraus folgt eine(2j + 1)-fache Entartung.

1.4 Drehimpuls im Ortsraum

1.4.1 Der Bahndrehimpuls

Im Hilbertraum der komplexenFunktionen im R3 lautet der Operator des Bahndrehimpulses
L̂ z = (r̂ £ p̂)z in Kugelkoordinaten r; µ; ' :

L̂ z =
~
i

@
@'

Eigenwertgleichung

L̂ zª( r; µ; ' ) = m~ª( r; µ; ' ) ) ª( r; µ; ' ) / eim'

Da ª( r; µ; ' + 2¼) = ª( r; µ; ' ) gelten muss,erhÄalt man folglich nur m 2 Z. Demnach kommen
als Eigenwerte von L̂ 2 nur l(l + 1)~2 mit l 2 N0 in Frage,wobei man bei dem Bahndrehimpuls
gewÄohnlich j durch l ersetzt.

Die gemeinsamenEigenfunktionen von L̂ 2 und L̂ z sind die Kugel°ÄachenfunktionenY m
l (µ; ' )

mit den Eigenschaften:

L̂ 2Y m
l (µ; ' ) = l(l + 1)~2Y m

l (µ; ' ) fÄur l = 0; 1; 2; : : :

L̂ zY m
l (µ; ' ) = m~Y m

l (µ; ' ) fÄur m = ¡ l; ¡ l + 1; : : : l

Zum Nachschlagen:
Das Quadrat desBahndrehimpuls-Operators lautet in Kugelkoordinaten

L̂ 2 = ¡ ~2

·
1

sinµ
@
@µ

µ
sinµ

@
@µ

¶
+

1
sin2 µ

@2

@' 2

¸

Die Kugel°ÄachenfunktionenY m
l (µ; ' ) erfÄullen die Orthonormierung

Z 1

¡ 1
dcosµ

Z 2¼

0
d'

h
Y m0

l0 (µ; ' )
i ¤

Y m
l (µ; ' ) = ±l0;l ±m0;m
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und lauten:

Y m
l (µ; ' ) = (¡ 1)(m+ jmj)=2

s
2l + 1

4¼
(l ¡ jmj)!
(l + jmj)!

P jmj
l (cosµ)eim'

wobei Pm
l (x) die Legendreschen Polynomesind, die Äuber

P0
l (x) =

1
2l l !

dl

dxl
(x2 ¡ 1)l fÄur l = 0; 1; 2; : : :

Pm
l (x) = (1 ¡ x2)m=2 dm

dxm
P0

l (x) fÄur m = 0; 1; 2; : : : l

de¯niert sind. 1 Insbesonderegilt:

Y 0
0 (µ; ' ) =

r
1

4¼
Y 0

1 (µ; ' ) =

r
3

4¼
cosµ

Y 1
1 (µ; ' ) = ¡

r
3

8¼
sinµei' Y ¡ 1

1 (µ; ' ) =

r
3

8¼
sinµe¡ i'

Ferner ist Y m
l (¼¡ µ; ' + ¼) = (¡ 1)lY m

l (µ; ' ), d.h. bei einer Spiegelungam Ursprung r ! ¡ r
bleiben die Kugelfunktionen bis auf den Faktor (¡ 1)l erhalten.

1.4.2 Das Wassersto®atom (Wiederholung EinfÄuhrung II)

Der Hamiltonoperator desH-Atoms lautet

Ĥ =
p̂2

2me
¡

e2

4¼"0jr̂ j
in Orstdarstellung

= ¡
~2

2me

1
r

@2

@r 2
r +

L̂ 2

2mer 2
¡

e2

4¼"0r
(1.5)

Ĥ kommutiert mit allen Komponenten von L̂ . Deswegengibt eseineBasisausEigenfunktionen
von Ĥ , die gleichzeitig Eigenfunktionenvon L̂ 2 und L̂ z sind. Dieselassensich schreiben als:

ª n;l ;m =
1
r

unl (r )Y m
l (µ; ' ) fÄur n = 1; 2; : : : und l = 0; 1; : : : n ¡ 1

Die Energie-Eigenwerte lauten

En;l = ¡
~2

2mea2
B

1
n2

¼ ¡ 13:6eV
1
n2

(1.6)

Hierbei ist aB = 4¼²0~2=(mee2) ¼ 0:529ºA der Bohrsche Radius, der der Ausdehnung der
Grundzustandswellenfunktion ª 1;0;0 = e¡ r =aB =

p
¼a3

B entspricht.

Die Energie-Eigenwerte hÄangenfÄur den speziellenFall des1=r Potentials nicht von l ab. Da-
durch ergibt sich eine

P n¡ 1
l=0 (2l + 1) = n2-fache Entartung der ZustÄande. (Der Spin liefert

einen zusÄatzlichen Faktor 2.) Dagegenzeigenallgemeinezentralsymmetrische Potentiale eine
l-AbhÄangigkeit der Energie.

1Wie Bronstein, beachte Vorzeichen (¡ 1)m gegenÄuber Abramowitz
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Zum Nachschlagen:
Die Radialfunktionen erfÄullen die Orthonormierung:

Z 1

0
drun0l (r )unl (r ) = ±n0n

und lauten

unl (r ) =

r
2

naB

s
(n ¡ l ¡ 1)!
2n[(n + l)!]3

µ
2r

naB

¶ l+1

L2l+1
n+ l

µ
2r

naB

¶
exp

µ
¡

r
naB

¶

mit den Laguerre-Polynomen:

L0
k(x) = ex dk

dxk

¡
xke¡ x

¢
und L ¹

k (x) = (¡ 1)¹ d¹

dx¹
L0

k(x)

Insbesonderegilt:

u10 =
2r

p
a3

B

exp
µ

¡
r

aB

¶

u20 =
r

p
2a3

B

µ
1 ¡

r
2aB

¶
exp

µ
¡

r
2aB

¶

u21 =
r

p
6a3

B

r
2aB

exp
µ

¡
r

2aB

¶

1.4.3 Zeemann-E®ekt

Betrachte ein Teilchen der Ladung q und Massem im elektromagnetischen Feld mit den Po-
tentialen A (r ; t) und Á(r ; t). Ersetzt man in der klassischen Hamiltonfunktion die Orte und
kanonischen Impulse durch die entsprechendenOperatoren,so erhÄalt man den

Hamiltonoperator eines Teilchen
im elektromagnetischen Feld Ĥ =

(p̂ ¡ qA (r̂ ; t))2

2m
+ qÁ(r̂ ; t)

Betrachte einzeitlich konstantesund homogenesMagnetfeldin Coulomb-Eichung,d.h. A (r ; t) =
1
2B £ r zusammenmit zeitlich konstantem elektrischen Potential Á(r̂ )

Ĥ =
1

2m

0

B
@p̂2 ¡ q(B £ r̂ ) ¢p̂

| {z }
qB ¢(r̂ £ p̂ )(Eigenschaft des Spatpro duktes)

+
q2

4
(B £ r )2

1

C
A + qÁ(r̂ )

=
p̂2

2m
+ qÁ(r̂ )

| {z }
Ĥ 0 ohne B-Feld

¡
q

2m
L̂ ¢B

| {z }
´ D ipol ¡ W echselwir kung

+
q2

8m
(B £ r )2

| {z }
VernachlÄassigbar fÄur kleine B

Im schwachen Magnetfeld verhÄalt sich folglich das Teilchen wie ein Dipol mit magnetischem
Moment q

2m L̂ .



Theoretische Physik I I Ia, 13. November 2003 9

Betrachte nun Elektronen mit q = ¡ e und Masseme. Sei nun Ĥ0 rotationssymmetrisch (z.B.
H-Atom) und o.B.d.A. B = Bez. Satz von EigenzustÄandenĤ0jn; l ; mi = Enl jn; l ; mi . Dann ist
die Energieim Magnetfeld fÄur kleine B:

Ĥ jn; l ; mi = Enl + ¹ B Bmjn; l ; mi mit dem Bohrschen Magneton¹ B =
e~

2me
= 5:8 £ 10¡ 5 eV

T

Die Multipletts des Drehimpulsesl spalten also in 2l + 1 Niveausauf, Dies nennt man den
normalen Zeemann E®ekt (Beobachtung von P. Zeemann(1896): Spektrallinien spalten im
Magnetfeld auf).

1.5 Der Spin des Elektrons

Experimentell beobachtet man auch geradzahligeAufspaltungen der Energieniveaus im Ma-
gnetfeld(z.B. anomalerZeemannE®ekt,Stern-Gerlach E®ekt). Diesdeutet auf Multipletts mit
halbzahligemj hin, die ja fÄur allgemeineDrehimpulsemÄoglich sind (1.4). Wie wir im vorheri-
genAbschnitt gesehenhaben, ist diesbei dem Bahndrehimpulsim Hilbertraum der komplexen
Funktionen im Ortsraum nicht mÄoglich. Um halbzahligeDrehimpulsezu ermÄoglichen,mussalso
der Hilbertraum erweitert werden.

Goudsmith und Uhlenbeck (1925) postulierten, dassdas Elektron einen intrinsischen Drehim-
puls (Spin) mit j = 1=2 hat. (Damit lassensich die experimentellen Spektren beschreiben.)
Diesentspricht einemMultiplett zweier ZustÄandemit mj = § 1=2, die wir j+ i und j¡i nennen.
Nun de¯nieren wir den Spinraum einesElektrons als einenabstrakten Vektorraum Äuber C der
als Basis die ZustÄande j+ i und j¡i hat. In dieserBasis lÄasst sich ein allgemeinerZustand als
zweikomponentige Spalte (Spinor) schreiben:

jai = a+ j+ i + a¡ j¡i !
µ

a+

a¡

¶
(1.7)

Seien Ŝx ; Ŝy; Ŝz die Drehimpulsoperatoren im Spinraum. Dann folgt aus den Eigenschaften
allgemeinerDrehimpulsoperatoren (1.2,1.3,1.4)

Ŝzj+ i =
1
2

~j+ i Ŝzj¡i = ¡
1
2

~j¡i

Ŝ+ j+ i =0 Ŝ+ j¡i = ~j+ i

Ŝ¡ j+ i = ~j¡i Ŝ¡ j¡i =0

Damit werdenden Operatoren in der Basis j+ i und j¡i folgendeMatrizen zugeordnet:

Ŝz !
~
2

µ
1 0
0 ¡ 1

¶
Ŝ+ ! ~

µ
0 1
0 0

¶
Ŝ¡ ! ~

µ
0 0
1 0

¶

Da nun Ŝx = (Ŝ+ + Ŝ¡ )=2 und Ŝy = (Ŝ+ ¡ Ŝ¡ )=2i erhÄalt man die Darstellung
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Ŝ = Ŝxex + Ŝyey + Ŝzez !
~
2

¾¾¾
mit den

Paulimatrizen
¾x =

µ
0 1
1 0

¶
¾y =

µ
0 ¡ i
i 0

¶
¾z =

µ
1 0
0 ¡ 1

¶

Hierbei sind Ŝ und ¾¾¾Vektoren im dreidimensionalenreellenOrtsraum (DreierspaltenbezÄuglich
der Basis ex ; ey; ez), deren Ausrichtung die Drehachse ist. Die Spalten aus Gl. (1.7) und die
Paulimatrizen sind dagegenElemente deszweidimensionalenkomplexenSpinraumes.

Die Gesamtwellenfunktion desElektrons setzt sich ausder komplexenWellenfunktion und dem
Spinor zusammen.Mathematisch ist diesein Element desProduktraumes

Hilbertraum der komplexenFunktionen im R3 ­ Spinraum

Mathematisc her Exkurs: Gegeben sind zwei VektorrÄaume U und V der Di-
mensionendU und dV Äuber demselben KÄorper mit den Basen~a1;~a2; : : :~adU und
~A1; ~A2; : : : ~AdV . Der Produktraum W = U ­ V ist ein neuer Vektorraum (wieder
Äuber demselben KÄorper) der DimensiondW = dU ¢dV , der von den Basiselementen
~ai ­ ~A j aufgespannt wird. Damit lÄasstsich ein beliebigesElement ~f von W schreiben
als

~f =
dUX

i =1

dVX

j =1

f ij ~ai ­ ~A j =
dVX

j =1

Ã
dUX

i =1

f ij ~ai

!

| {z }
= ~f j

­ ~A j =
dVX

j =1

~f j ­ ~A j

Beachte: Die meisten ZustÄande des Produktraumes lassensich nicht in der Form
~f = ~b­ ~C mit ~b2 U und ~C 2 V schreiben.

Damit lÄasst sich die Gesamtwellenfunktion des Elektrons schreiben als (lassedas ­ Zeichen
weg):

jª i = ª + (r ; t)j+ i + ª ¡ (r ; t)j¡i !
µ

ª + (r ; t)
ª ¡ (r ; t)

¶

Entsprechend werden im Produktraum den Operatoren nun 2 £ 2 Matrizen zugeordnet,die
gleichzeitig Operatoren im Raum der Wellenfunktionen beinhalten. So ist der Operator des
GesamtdrehimpulsesĴ = L̂ + Ŝ

Ĵx ! L̂ x

µ
1 0
0 1

¶
+

~
2

µ
0 1
1 0

¶
und entsprechend fÄur Ĵy; Ĵz

Mit dem Spin ist ein magnetisches Moment ¹¹¹ des Elektrons verbunden. Der entsprechende
Operator ist ¹̂¹¹ = ge

¡ e
2me

Ŝ. Dabei ¯ndet man experimentell den gyromagnetischenFaktor des
freien Elektrons ge = 2:0023193: : :. Theoretisch erhÄalt man

² Klassischer rotierender KÄorper mit Massendichte / Ladungsdichte: ge = 1

² Relativistische Quantenmechanik (Dirac-Gleichung): ge = 2

² Quantenelektrodynamik (Quantisierung deselektromagnetische Feldes):ge = 2 + ®
¼ + : : :

mit der SommerfeldschenFeinstruktur-Konstanten ® = e2=(4¼²0~c) ¼ 1=137
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Damit lautet der Hamiltonoperator fÄur ein Elektron (Ladung ¡ e) im elektromagnetischen Feld

Ĥ =
·

(p̂ + eA(r ; t))2

2me
¡ e' (r ; t)

¸ µ
1 0
0 1

¶
+ ge

e
2me

3X

i =1

~
2

¾i B i (r ; t) : (1.8)

Die Zeitentwicklung ist dann durch die Pauligleichunggegeben:

i~
@
@t

µ
ª + (r ; t)
ª ¡ (r ; t)

¶
= Ĥ

µ
ª + (r ; t)
ª ¡ (r ; t)

¶

Bemerkung: Da ge ¼ 2 lautet der letzte Term in Gl. (1.8) ¼ ¹ B B ¢¾¾¾. Dies ergibt als Mess-
werte ein magnetischesMoment § ¹ B desElektrons aufgrund desSpins,da die Eigenwerte der
Paulimatrizen § 1 sind.

1.6 Spin-Bahn-Kopplung

1.6.1 System 1

Da Spin- und Bahndrehimpuls in unterschiedlichen RÄaumen wirken, gilt [L̂ i ; Ŝj ] = 0 fÄur alle
i; j = x; y; z Deswegenvertauschen die Operatoren L̂ 2, L̂ z, Ŝ2 und Sz paarweisemiteinander
und man kann eine Basis ¯nden, die EigenzustÄande von allen vier Operatoren sind. Anhand
ihrer jeweiligen Eigenwerte werden dieseBasiselemente mit ja; l ; m l ; s;msi 1 bezeichnet, wobei
a fÄur weitere Entartungen steht.

System1: ja; l ; ml ; s;msi 1 EigenzustÄandevon L̂ 2; L̂ z; Ŝ2; Sz

mit Eigenwerten l(l + 1)~2; ml~; s(s + 1)~2; ms~

Dabei ist ml 2 f¡ l ; ¡ l + 1; : : : lg und ms 2 f¡ s; ¡ s + 1; : : : sg. Betrachtet man ein einzelnes
Elektron, soist stets s = 1=2 und die Darstellung einessolchen Zustandsals Spinor lautet z.B.:

ja; l = 2; ml = 1; s = 1=2; ms = 1=2i 1 »
µ

Y 1
2 (µ; ' )

0

¶

1.6.2 System 2

Der Gesamtdrehimpulsist die Summevon Spin- und Bahnanteil Ĵ = L̂ + Ŝ und erfÄullt natÄurlich
wiederdie ÄublichenDrehimpuls-Vertauschungsrelationen.InsbesonderekannmaneineBasisaus
EigenzustÄandenvon Ĵ2 und Ĵz konstruieren.FÄur dasQuadrat desGesamtdrehimpulsesgilt:

Ĵ2 = L̂ 2 + Ŝ2 + 2L̂ ¢Ŝ

Damit ergibt sich:

[Ĵ2; L̂ z] =2
X

n

[L̂n ; L̂ z]Ŝn = 2i~(¡ L̂ yŜx + L̂ x Ŝy) (1.9)

[Ĵ2; Ŝz] =2
X

n

L̂n ¢[Ŝn ; Ŝz] = 2i~(L̂ yŜx ¡ L̂ x Ŝy) (1.10)
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Demnach gibt es kein gemeinsamesSystem aus EigenzustÄanden von Ĵ2 und L̂ z oder von Ĵ2

und Ŝz, d.h. die ZustÄandedesSystems1 kÄonnennicht sogewÄahlt werden,dasssieauch Eigen-
zustÄandevon Ĵ2 sind. Dagegengilt:

[Ĵ2; L̂ 2] =2
X

n

[L̂n ; L̂ 2]Ŝn = 0 [Ĵz; L̂ 2] =0 (1.11)

[Ĵ2; Ŝ2] =2
X

n

L̂n [Ŝn ; Ŝ2] = 0 [Ĵz; Ŝ2] =0 (1.12)

Zusammenmit [Ĵz; Ĵ2] = 0 folgt, dasses ein gemeinsamesSystem von EigenzustÄanden von
Ĵ2; Ĵz; L̂ 2 und Ŝ2 gibt.

System2: ja; j ; mj ; l ; si 2 EigenzustÄandevon Ĵ2; Ĵz; L̂ 2; Ŝ2

mit Eigenwerten j (j + 1)~2; mj ~; l(l + 1)~2; s(s + 1)~2

System 1 und System 2 spannendenselben Hilbertraum auf. Deswegenkann man die einen
ZustÄandedurch die anderenausdrÄucken. Der Basiswechselzwischen beidenBasen

jj ; mj ; l ; si 2 =
lX

m l = ¡ l

sX

ms = ¡ s

a(j ; mj ; ml ; ms; l ; s)jl ; ml ; s;msi 1

wird durch die Clebsch-Gordan Koe±zienten a(j ; mj ; ml ; ms; l ; s) vermittelt. Insbesondereist
a(j ; mj ; ml ; ms; l ; s) = 0 wenn mj 6= ml + ms da Ĵz = L̂ z + Ŝz. Zum Beispiel ist

¯
¯
¯
¯j =

1
2

; mj =
1
2

; l = 1; s =
1
2

À

2

=
1

p
3

¯
¯
¯
¯l = 1; ml = 0; s =

1
2

; ms =
1
2

À

1

+

r
2
3

¯
¯
¯
¯l = 1; ml = 1; s =

1
2

; ms = ¡
1
2

À

1

»
1

p
3

µ
Y 0

1 (µ; ' )
0

¶
+

r
2
3

µ
0

Y 1
1 (µ; ' )

¶

FÄur dasWassersto®-Atom ohneMagnetfeld ist Á(r ) in Gl. (1.8) geradedasCoulomb-Potential
desKernesund die Spin-AbhÄangigkeit fÄallt weg.Der Hamilton-Operator ist dann diagonal im
Spinraum und der Ortsanteil ist durch Gl. (1.5) gegeben. Die Energieeigenwerte (1.6) hÄangen
somit nur von n ab und man kann gleicherma¼enSystem1 und System2 zur Klassi¯zierung
der ZustÄandeverwenden.

1.6.3 Feinstruktur des Wassersto®atoms

Sowohl der Spin als auch der Bahndrehimpulssind mit einemmagnetischen Moment verbun-
den.Die WechselwirkungenbeiderMomente miteinander liefert die Spin-Bahn-Wechselwirkung
einenzusÄatzlichen Term im Hamiltonoperator (1.8).

ĤSB = ¡( r )L̂ ¢Ŝ =
1
2

¡( r )
³

Ĵ2 ¡ L̂ 2 ¡ Ŝ2
´

(1.13)

Eine relativistische Betrachtung (siehez.B. Hittmair, Kap VI,5) liefert fÄur ein Zentralp otential:

¡( r ) =
1

2m2
ec2

1
r

@V
@r
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Nun gilt mit den Gln. (1.9,1.10)

[ĤSB; L̂ z] = i ¡( r )~(¡ L̂ yŜx + L̂ x Ŝy) und [ĤSB; Ŝz] = i ¡( r )~(L̂ yŜx ¡ L̂ x Ŝy)

Demnach gibt es keinen gemeinsamenSatz aus EigenzustÄanden von ĤSB und L̂ z oder Ŝz,
Somit sind ml und ms keine guten Quantenzahlen zur Beschreibung der Energieniveausdes
Wassersto®-Atoms unter BerÄucksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkung und System 1 ist
kein geeignetesBasissystem.Dagegengilt mit den Gln. (1.11,1.12):

[ĤSB; Ĵ2] = 0; [ĤSB; Ĵz] = 0; [ĤSB; L̂ 2] = 0; [ĤSB; Ŝ2] = 0

Demnach gibt es ein gemeinsamesSystem aus EigenzustÄanden von ĤSB, Ĵ2, Ĵz, Ĵ2 und Ŝ2.
Somit ist System2 mit den Quantenzahlenj , mj , l und s zur Beschreibung der Energieniveaus
desWassersto®-Atoms unter BerÄucksichtigung der Spin-Bahn-Wechselwirkunggeeignet.

Wie verÄandern sich nun die einzelnenEnergieniveausdurch die Spin-Bahn-Wechselwirkung?

² Grundzustand n = 1; l = 0; s = 1=2: Dies erlaubt nur j = 1=2. Deswegenverschwindet
der Spin-Bahn-Term wegen j (j + 1) ¡ l(l + 1) ¡ s(s + 1) = 0 in Gl. (1.13) ! Keine
ÄAnderung.

² AngeregterZustand n = 2; l = 0; 1; s = 1=2. MÄogliche ZustÄandein System2:

jj = 1
2; mj = § 1

2 ; l = 0; s = 1
2 i 2: Dann ist j (j + 1) ¡ l(l + 1) ¡ s(s + 1) = 0

! Keine Energie-ÄAnderung

jj = 1
2; mj = § 1

2 ; l = 1; s = 1
2 i 2: Dann ist j (j + 1) ¡ l(l + 1) ¡ s(s + 1) = ¡ 2

! Absenkungder Energie

jj = 3
2; mj = § 1

2 ; § 3
2 ; l = 1; s = 1

2 i 2: Dann ist j (j + 1) ¡ l(l + 1) ¡ s(s + 1) = 1
! ErhÄohung der Energie

Die Spin-Bahn-Wechselwirkunghebt die Entartung teilweiseauf.
ZusÄatzlich mÄussenweitere relativistische Terme berÄucksichtigt werden. Ergebnis (siehe z.B.
Messiah,Kap. 20.4):

Enj = En

·
1 +

®2

n2

µ
n

j + 1
2

¡
3
4

¶
+ : : :

¸

Damit hÄangendie Energie-Niveausnur von j , nicht aber von l ab. (Aufhebung der Entartung
desj = 1=2 Zustandesbzgl. l = 0; 1 durch Strahlungskorrekturen, Lamb-Shift.) Beachte, dass
die Aufspaltung um einenFaktor ®2 (d.h. 4 GrÄo¼enordnungen)kleiner ist als die AbstÄandeder
NiveausausGl. (1.6) ! Feinstruktur.



Kapitel 2

StÄorungstheorie

Bisher wurden vorwiegendexakt lÄosbareSystemeuntersucht wie der harmonische Oszillator
oder das Wassersto®-Atom ohne Spin-Bahn E®ekte.Dagegensind fast alle realen Probleme
nicht exakt lÄosbar

HÄau¯g ist esdann sinnvoll den Hamiltonoperator in einenexakt lÄosbaren(in der Regelzeitun-
abhÄangigen)Teil Ĥ0 und eine(mÄoglichst kleine) StÄorung V̂ (t), die auch zeitabhÄangigseinkann,
aufzuteilen:

Ĥ (t) = Ĥ0 + ¸ V̂ (t) (2.1)

Dabei ist ¸ ein reellerParameterder eserlaubt, die StÄorung langsameinzuschalten. Im Ender-
gebnismussman dann ¸ = 1 setzen.Die EigenzustÄandeja0i von Ĥ0 erfÄullen

Ĥ0ja0i = Ê 0
a ja0i (2.2)

und bilden ein vollstÄandigesOrthonormalsystemdesHilbertraumes.

2.1 Station Äare StÄorungstheorie

Seinun V̂ zeitunabhÄangig. Gesucht sind die exaktenEigenzustÄandejai und Energieeigenwerte
Ea von H . Man entwickelt hierzu diesenach Potenzenin ¸

Ea = E 0
a + ¸E 1

a + ¸ 2E 2
a + : : : jai = ja0i + ¸ ja1i + ¸ 2ja2i + : : :

was man als Rayleigh-SchrÄodinger StÄorungsreihe bezeichnet. (Bemerkung: HÄau¯g konvergiert
die Reihe nicht1, dennoch liefern die niedrigen Ordnungen in ¸ oft gute NÄaherungen)Es soll
gelten: (Ĥ0 + ¸ V̂ )jai = Eajai , also
³

Ĥ0 + ¸ V̂
´ ¡

ja0i + ¸ ja1i + ¸ 2ja2i + : : :
¢

=
¡
E 0

a + ¸E 1
a + ¸ 2E 2

a + : : :
¢¡

ja0i + ¸ ja1i + ¸ 2ja2i + : : :
¢

Sortiert man nach den Ordnungenin ¸ i , so erhÄalt man in

O(¸ 0) Ĥ0ja0i = E 0
a ja0i

O(¸ ) Ĥ0ja1i + V̂ ja0i = E 0
a ja1i + E 1

a ja0i (2.3)

O(¸ 2) Ĥ0ja2i + V̂ ja1i = E 0
a ja2i + E 1

a ja1i + E 2
a ja0i (2.4)

1z.B. fÄur den eindimensionalenharmonischen Oszillator Ĥ0 und V̂ (x) = ®x4 mit ® > 0

14
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Multipliziert man Gl. (2.3) mit hb0j so erhÄalt man:

hb0jV̂ ja0i = (E 0
a ¡ E 0

b)hb0ja1i + E 1
a±a;b (2.5)

2.1.1 Nic hten tarteter Fall

Ist E 0
a ein nichtentartetes Energieniveau,dann ist E 0

a 6= E 0
b fÄur a 6= b. Damit folgt ausGl. (2.5)

fÄur b = a: E 1
a = ha0jV ja0i und fÄur b 6= a: hb0jV̂ ja0i = (E 0

a ¡ E 0
b)hb0ja1i . Da die ungestÄorten

ZustÄandejb0i ein vollstÄandigesSystembilden, folgt:

ja1i =
X

bmit b6= a

hb0jV̂ ja0i
(E 0

a ¡ E 0
b)

jb0i (2.6)

(Es ergibt sich ha0ja1i = 0 wenn man i) die Normierung hajai = 1 fordert und (ii) die Phase
von jai so wÄahlt, dassha0jai 2 R gilt.) Damit erhÄalt man

In der erstenOrdnung der StÄorungstheoriegilt fÄur einennichtentarteten Zustand ja0i

² Das Energieniveau verschiebt sich um dem Erwartungswert ha0jV̂ ja0i des ungestÄorten
Zustandsmit dem StÄorpotential.

² Der Zustand erhÄalt BeimischungenandererungestÄorter ZustÄandejb0i , wobei die Beimi-
schung stÄarker ist, wenn E 0

a ¼ E 0
b .

Multipliziere nun Gl. (2.4) mit ha0j so erhÄalt man:

ha0jĤ0ja2i
| {z }
= E 0

a ha0 ja2 i

+ ha0jV̂ ja1i = E 0
aha0ja2i + E 1

a ha0ja1i
| {z }

=0 wegen Gl. (2.6)

+ E 2
a

und somit wird mit Gl. (2.6):

E 2
a =

X

b6= a

jha0jV̂ jb0ij 2

E 0
a ¡ E 0

b

Daraus folgt:

² Der Grundzustand schiebt nach unten

² Stark koppelnde (ha0jV̂ jb0i gro¼)und dicht nebeneinanderliegende(jE 0
b ¡ E 0

a j klein)
ZustÄandesto¼ensich gegenseitigab.

2.1.2 Entarteter Fall

Die ZustÄande ji; a0i mit i = 1; 2; : : : N haben dieselbe Energie E 0
a im ungestÄorten System.

Ersetzt man in Gl. (2.3) ja0i durch ji; a0i und multipliziert mit hj ; a0j so erhÄalt man:

Vj i ´ hj ; a0jV̂ ji; a0i = E 1
i;a ±j ;i (2.7)
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Dies fÄuhrt direkt zum Widerspruch falls Vj i nicht diagonal ist. Da Vj i hermitesch ist, gibt es
einenSatzvon N orthonormiertenEigenspaltenc(n)

i mit n = 1; 2; : : : N , die
P

i Vj i c
(n)
i = E (n)c(n)

j
erfÄullen. WÄahle nun die neuenEigenzustÄande

j~n; a0i =
X

i

c(n)
i ji; a0i

von Ĥ0, die dengleichenUnterraum wie die ZustÄandeji; a0i aufspannen.In dieserBasisist nun

h~m; a0jV̂ j~n; a0i
X

i;j

c(m)¤
j Vj i c

(n)
i =

X

j

c(m)¤
j E (n)c(n)

j = E (n)±m;n

und Gl. (2.7) ist erfÄullbar, wobei die EnergieÄanderungenin ersterOrdnung der StÄorungstheorie
geradedie Eigenwerte der StÄormatrix Vj i sind.

2.1.3 Beispiel: Der Stark e®ekt

Betrachte ein Wassersto®-Atom im elektrischen Feld EEE = Eez. Aus dem elektrischen Poten-
tial Á(r ) = ¡E z folgt der StÄoroperator V̂ = eEz, da das Elektron die Ladung ¡ e hat. Die
ungestÄorten ZustÄandesind die ZustÄandejn; l ; mi ausAbschnitt 1.4.2.

Grundzustand

Der Grundzustandn = 1 ist nicht entartet (Spin nicht berÄucksichtigt, da keineWechselwirkung
mit dem elektrischen Feld). Die ersteOrdnung der StÄorungstheorieergibt

E 1
n=1 = h1; 0; 0jV̂ j1; 0; 0i =

Z
d3r

1
p

¼a3
B

exp
µ

¡
r

aB

¶
eEz

1
p

¼a3
B

exp
µ

¡
r

aB

¶
= 0;

da fÄur § z geradedas Vorzeichen wechselt. Die zweite Ordnung ergibt eine Absenkung der
EnergiedesGrundzustandes.

Angeregter Zustand

Der angeregteZustand n = 2 ist vierfach entartet. Die entsprechendenZustÄande sind j1i =
j2; 0; 0i ; j2i = j2; 1; 0i ; j3i = j2; 1; ¡ 1i und j4i = j2; 1; 1i . Nun wird die Matrix hi jV̂ jj i bestimmt.
Aufgrund von Symmetrienverschwinden dabei die meistenMatrixelemente.

² hn0; l0; m0jzjn; l ; mi = 0 fÄur m 6= m0

Bew eis: Es gilt [L̂ z; z] = [(xp̂y ¡ yp̂x ); z] = 0. Deswegenfolgt:

0 = hn0; l0; m0j[L̂ z; z]jn; l ; mi = ~(m0¡ m)hn0; l0; m0jzjn; l ; mi

FÄur m 6= m0 kann man durch ~(m0¡ m) dividieren und erhÄalt die Behauptung.¤
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² hn0; l ; mjzjn; l ; mi = 0

Bew eis:
hn0; l ; mjzjn; l ; mi =

Z
d3r

1
r

un0l (r )z
1
r

unl (r ) jY m
l (µ; ' )j2

Bei Spiegelungam Ursprung r ! ¡ r ist r unverÄandert z ! ¡ z und die Kugel°Äachen-
funktionen erhalten den Faktor (¡ 1)l . Also Äandert sich das Vorzeichen des Integranten
und das Integral verschwindet. ¤

² Es gilt:

h2; 0; 0jzj2; 1; 0i =
Z

dr d' d cosµr 2 1
r

u20(r )
£
Y 0

0 (µ; ' )
¤¤

r cosµ
1
r

u21(r )Y 0
1 (µ; ' )

=
Z

dr d' d cosµ

p
3

4¼
(cosµ)2 r 4

4
p

3a4
B

µ
1 ¡

r
2aB

¶
exp

µ
¡

r
aB

¶
= ¡ 3aB

Damit erhÄalt man die Matrix

Vij =

0

B
B
@

0 ¡ 3eEaB 0 0
¡ 3eEaB 0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0

1

C
C
A

Die Eigenwerte erhÄalt man ausder SÄakulargleichung: 0 = det (Vij ¡ E±i;j ) = E 2[E 2 ¡ 9(eEaB )2]
und man erhÄalt die Eigenwerte E (n) und zugehÄorigen ZustÄande:

E1 = ¡ 3eEaB ! j~1i =
1

p
2

(j1i + j2i )

E2 = + 3eEaB ! j~1i =
1

p
2

(j1i ¡ j2i )

E3=4 =0 ! j~3i = j3i ; j~4i = j4i

In terpretation: u21Y 0
1 ist fÄur z > 0 positiv und fÄur z < 0 negativ. u20Y 0

0 ist fÄur r > 2aB

negativ. Deswegenist die negative Ladung des Elektrons im Zustand j~1i durch konstruktive
ÄUberlagerungder Wellenfunktionenzu negativen z hin verschoben. Dies erniedrigt die Energie
fÄur positivesE.

2.2 Zeitabh Äangige StÄorungstheorie

Betrachte nun ein System, das durch Gl. (2.1) beschrieben wird. Nun untersuchen wir das
Verhalten einesZustandes,der zum Zeitpunkt t = 0 im Zustand ja0i prÄapariert ist. Aufgrund
der StÄorung V̂ (t) ist ja0i kein Eigenzustandvon Ĥ , sondernzeigt fÄur t > 0 eine komplizierte
ZeitabhÄangigkeit jª a(t)i die durch

i~
@
@t

jª a(t)i =
³

Ĥ0 + V̂ (t)
´

jª a(t)i mit jª a(t = 0)i = ja0i (2.8)
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gegeben wird. Da die jb0i ein vollstÄandigesSystembilden, kann man schreiben:

jª a(t)i =
X

b

ª ab(t)jb0i (2.9)

Dabei gibt jª ab(t)j2 die Wahrscheinlichkeit an, dasSystemzum Zeitpunkt t im Zustand jb0i zu
¯nden. Ziel ist im Folgendendie Bestimmung dieser ÄUbergangs-Wahrscheinlichkeiten.

2.2.1 Wechselwirkungsbild

De¯nition: FÄur einenzeitunabhÄangigenhermiteschen Operator Ô mit den Eigen-
zustÄanden jni und Eigenwerten on und eine analytische Funktion F (z) de¯nieren
wir die Funktion desOperators F (Ô) als:

F (Ô) =
X

n

jni F (on )hnj

[Eine weitgehendÄaquivalente De¯nition ist F (Ô) =
P

m
1

m!Ô
mdmF (z)=dzm .] O®en-

sichtlich gilt [Ô; F (Ô)] = 0.

FÄur Ĥ = Ĥ0 ist die ZeitabhÄangigkeit einesbeliebigenZustandesjª 0(t)i gegeben durch:

jª 0(t)i =
X

b

ª b(0) exp
µ

¡ i
E 0

b t
~

¶
jb0i =

X

c

jc0i exp
µ

¡ i
E 0

c t
~

¶
hc0j

X

b

ª b(0)jb0i

= exp

Ã

¡ i
Ĥ0t
~

!

jª 0(t = 0)i

Zur Behandlungder StÄorung V̂ (t) wollen wir die Dynamik mit Ĥ0 exakt behandeln.Deswegen
machen wir den Ansatz:

jª( t)i = exp

Ã

¡ i
Ĥ0t
~

!

jª W (t)i

Dann folgt ausGl. (2.8):

i~
@
@t

jª W (t)i = i~
@
@t

exp

Ã

i
Ĥ0t
~

!

jª( t)i = exp

Ã

i
Ĥ0t
~

!
h
¡ Ĥ0jª( t)i +

³
Ĥ0 + V̂ (t)

´i
jª( t)i

= V̂ W (t)jª W (t)i
(2.10)

mit dem Operator im Wechselwirkungsbild V̂ W (t) = exp

Ã

i
Ĥ0t
~

!

V̂ (t) exp

Ã

¡ i
Ĥ0t
~

!

(2.11)

Im Wechselwirkungsbild2 (Index W) haben die ZustÄande und Operatoren eine modi¯zierte
ZeitabhÄangigkeit. DafÄur taucht Ĥ0 nicht mehr in der Bewegungsgleichung der ZustÄandeauf.

2auch als Dirac-Bild bezeichnet
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2.2.2 Fermi's goldene Regel

Im Wechselwirkungsbildkann man Gl. (2.8) formal durch

jª W
a (t)i = jª W

a (0)i +
1
i~

Z t

0
dt0V̂ W (t0)jª W

a (t0)i

lÄosen.Nun entwickeln wir in O(V̂ ) und erhalten:

jª W
a (t)i = jª W

a (0)i +
1
i~

Z t

0
dt0V̂ W (t0)jª W

a (0)i + O(V̂ 2)

Nun ist jª W
a (0)i = ja0i aufgrund der gegebenen Anfangsbedingung. Damit wird bei Ver-

nachlÄassigungvon O(V̂ 2):

hb0jª W
a (t)i = ±a;b +

1
i~

Z t

0
dt0hb0jV̂ W (t0)ja0i = ±a;b +

1
i~

Z t

0
dt0exp

µ
i
E 0

b ¡ E 0
a

~
t0

¶
hb0jV̂ (t0)ja0i

Die ÄUbergangs-Wahrscheinlichkeitist durch

Pa! b(t) = jhb0jª a(t)ij 2 =
¯
¯
¯hb0je¡ iĤ 0 t=~jª W

a (t)i
¯
¯
¯
2

=
¯
¯
¯e¡ iÊ 0

b t=~hb0jª W
a (t)i

¯
¯
¯
2

= jhb0jª W
a (t)ij 2

gegeben. Betrachte nun ein StÄorung der Form

V̂(t) = F̂ e¡ i! t

Dann gilt fÄur a 6= b:

Pa! b(t) =
1
~2

jhb0jF̂ ja0ij 2D t

µ
E 0

b ¡ E 0
a

~
¡ !

¶

mit

D t (¢ ! ) =

¯
¯
¯
¯

Z t

0
dt0ei¢ ! t0

¯
¯
¯
¯

2

=

¯
¯
¯
¯
ei¢ ! t ¡ 1

i¢ !

¯
¯
¯
¯

2

=

¯
¯
¯
¯
¯
ei ¢ !

2 t ei ¢ !
2 t ¡ e¡ i ¢ !

2 t

i¢ !

¯
¯
¯
¯
¯

2

=
4sin2

¡
¢ !

2 t
¢

¢ ! 2

Nun nimmt D t (t) nur im Intervall ¡ 2¼=t < ¢ ! < 2¼=t gro¼eWerte an, wobei das Maximum
D t (0) = t2 stark anwÄachst. Ferner gilt

R
dxD t (x) = 2¼t. Deswegende¯nieren wir die Funktion

±t (¢ E) =
1

2¼~t
D t

µ
¢ E
~

¶

die fÄur t ! 1 in die ±-Funktion Äubergeht.

Wir betrachten nun zwei relevante FÄalle:

Ein zeitlic h konstan tes StÄorp oten tial V̂ :

Indem wir ! = 0 setzenerhalten wir die

Mittlere ÄUbergangsrate von Zustand a nach Zustand b bei einemzeitlich konstanten StÄorpo-
tential

¡ a! b(t) =
Pa! b(t)

t
=

2¼
~

jhb0jV̂ ja0ij 2±t (E 0
b ¡ E 0

a) Fermi's goldeneRegel (2.12)
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Ein perio disches StÄorp oten tial V̂ mit Frequenz ! :

Da V̂ (t) hermitesch seinmuss,setzenwir

V̂ (t) = F̂ e¡ i! t + F̂ yei! t

Indem wir beideTermeseparatbetrachten, erhalten wir die

Mittlere ÄUbergangsrate von Zustand a nach Zustand b bei einem periodischen StÄorpotential
mit Frequenz! :

¡ a! b(t) =
2¼
~

jhb0jF̂ ja0ij 2±t (E 0
b ¡ E 0

a ¡ ~! ) +
2¼
~

jhb0jF̂ yja0ij 2±t (E 0
b ¡ E 0

a + ~! ) : (2.13)

Die beidenTermebeschreiben die Absorption und die Emission einesQuantesder Energie ~!
ausdem Wechselfeld.

In beiden FÄallen kann man ±t (E 0
b ¡ E 0

a ¡ ~! ) durch die ±-Funktion ersetzen,wenn folgende
VoraussetzungenerfÄullt sind:

² Es wird Äuber ein Kontinuum von EndzustÄandenjb0i oder Frequenzen! integriert.

² Die Beobachtungszeit t ist so lange,dassdasMatrixelement jhb0jV̂ ja0ij bzw. jhb0jF̂! ja0ij
im Bereich der zulÄassigenEndzustÄande b (oder Frequenzen! ) jE 0

b ¡ E 0
a § ~! j . 2¼~=t

nÄaherungsweisekonstant ist.

2.2.3 ¯ -Zerfall des Neutrons

Die Elementarteilchensind keineEigenzustÄandeder schwachenWechselwirkung,die ÄUbergÄange
zwischen verschieden Kombinationen der Teilchen bewirkt. FÄur den ¯ -Zerfall des Neutrons
spielenfolgende(Viel-)T eilchen-ZustÄandeeineRolle:

² Ein Neutron (in Ruhe):
Zustand ja0i mit EnergieE 0

a = mnc2

² Ein Proton (fast in Ruhe) + freies Elektron mit Wellenvektor k e + freies Antineutrino
mit Wellenvektor k º :
Zustand jb0i = jke; k º i mit Energie E 0

b = mpc2 +
p

m2
ec4 + ~2c2k2

e + ~cjk º j (Annahme:
MassedesNeutrinos ist Null oder vernachlÄassigbar)

Ferner nehmen wir an, dassdas Matrixelement jhke; k º jV̂schwach. WW ja0ij 2 = g2 konstant ist.
(Dies entspricht einerpunktfÄormigenWechselwirkung,wie sievon Enrico Fermi 1934angenom-
men wurde). Betrachte nun die ÄUbergangsratein ein Intervall d3ke um den Impuls pe = ~ke

desElektrons:

¡ a! k e =
Z

d3kº| {z}
4¼k2

º dkº

2¼
~

g2 ±(mpc2 +
p

m2
ec4 + p2

ec2 + ~cjk º j ¡ mnc2)
| {z }

= ±
³

kº ¡
h
(mn ¡ mp )c2 ¡

p
m2

ec4+ p 2
ec2

i
=~c

´
=(~c)

d3ke

=
8¼2g2

~4c3

h
(mn ¡ mp)c2 ¡

p
m2

ec4 + p2
ec2

i 2
d3ke

Dies ergibt einecharakteristische ImpulsabhÄangigkeit.
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2.2.4 Strahlungs Äub ergÄange

Betrachte ein Wassersto®-Atom mit demHamilton-Operator Ĥ0 (1.5) und denEigenzustÄanden
ja0i = jn; l ; mi . Eine elektromagnetische Welle festerFrequenz! lÄasstsich in Coulomb-Eichung
durch die elektromagnetischen Potentiale

A (r ; t) =
1
!

E0(! ) cos(k(! ) ¢r ¡ ! t) und ' (r ; t) = 0

beschreiben. Mit Gl. (1.8) erhalten wir den Hamilton-Operator

Ĥ = Ĥ0 +
e

me!
E0(! ) ¢p̂

1
2

¡
ei( k (! )¢r ¡ ! t ) + e¡ i( k (! )¢r ¡ ! t )

¢

+ ge
e

2me
Ŝ ¢

·
k(! ) £ E0(! )

i
2!

¡
ei( k (! )¢r ¡ ! t ) ¡ e¡ i( k (! )¢r ¡ ! t )

¢
¸

+ O(E 2
0) (2.14)

FÄur Licht ist k = 2¼=¸ » 2¼=600nm. Dagegenist die atomareAusdehnung » aB = 0:0529nm,
und atomare Impulse sind von der GrÄo¼enordnung ~=aB . Deswegensind Termemit kr (in den
Exponentialfunktionen) sowie der Spin-Term (Sk » ~2¼=600nm¿ p) in einererstenNÄaherung
vernachlÄassigbar.

FÄur den ÄUbergangzwischen zwei atomaren Niveausa und b erhalten wir aus Gl. (2.13) die
ÄUbergangsrate

¡ a! b(t) =
2¼
~

¯
¯
¯
¯

e
2me!

hb0jE0(! ) ¢p̂ja0i

¯
¯
¯
¯

2 £
±t (E 0

b ¡ E 0
a ¡ ~! ) + ±t (E 0

b ¡ E 0
a + ~! )

¤

Dies zeigt, dass das Strahlungsfeld Energie in Paketen der GrÄo¼e~! (Photonen) mit dem
Atom austauscht. Entsprechendnennt man die Prozessedie Absorption einesPhotonsbzw. die
EmissioneinesPhotons durch dasAtoms.

Ma¼geblich fÄur die ÄUbergangsrateist das Matrixelement, das fÄur ja0i = jn; l ; m; si und jb0i =
jn0; l0; m0; s0i lautet

hb0jp̂ja0i = hn0; l0; m0; m0
sjme

i
~

[Ĥ0; r̂ ]jn; l ; m; msi = me
i
~

(E 0
n0l0 ¡ E 0

nl ) hn0; l0; m0; m0
sjr̂ jn; l ; m; msi| {z }

= ¡ 1
e d ba

Mit Hilfe der Eigenschaften der Kugel°Äachenfunktionen kann man zeigen,dassdas Dipolma-
trixelement dba = 0 au¼erfÄur l0 = l § 1, m0

s = ms und m0 = 2 f m ¡ 1; m; m + 1g verschwindet.
Bei der WechselwirkungeinesAtoms mit elektromagnetischer Strahlung der Frequenz! erhÄalt
man in der DipolnÄaherung(ei k ¢r ¼ 1 und ~k ¿ p) die ÄUbergangsrate

¡ a! b =
2¼
~

¯
¯
¯
¯
E0 ¢dba

2

¯
¯
¯
¯

2 £
±(E 0

b ¡ E 0
a ¡ ~! ) + ±(E 0

b ¡ E 0
a + ~! )

¤
:

zwischen zwei atomaren Niveausa;b. Die mÄoglichen Prozessesind die induzierte Absorp-
tion und die induzierte Emission eines Photons mit derselben Rate. Dabei lauten die
Ausw ahlregeln ¢ l = § 1, ¢ m = 0; § 1 und ¢ ms = 0.
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BerÄucksichtigt man die Quan tisierung des elektromagnetischen Feldes,so ist F y 6= F und
die ÄUbergangsratenunterscheiden sich fÄur Emission und Absorption. Ist das Feld nicht im
Grundzustand,sotreten wie obendie induzierte Emission und induzierte Absorption mit
derselbenRateauf. Dazukommt aber noch diespontane Emission , dieauch im Grundzustand
desFeldesmÄoglich ist (StÄorung durch Vakuum°uktuationen desFeldes).

BerÄucksichtigt man die hÄoherenTermeei k ¢r ¼ 1+ ik ¢r , soerhÄalt man die elektrischen Quadru-
polÄubergÄangeund die magnetischenDipolÄubergÄange,zu denenauch der Spin-Term in Gl. (2.14)
beitrÄagt zur. In beidenFÄallen erhÄalt man andereAuswahlregeln.



Kapitel 3

Mehrteilc hen-Quan tenmec hanik

3.1 Un tersc heidbare Teilchen

3.1.1 Zwei Teilchen unter Vernachl Äassigung des Spins

Betrachte ein Elektron (e) und ein Proton (p). Zweiteilchen-Wellenfunktion ª( r e; r p; t) mit der
Interpretation:

jª( r e; r p; t)j2¢ 3re¢ 3rp =
Wahrscheinlichkeit ein Elektron im Volumen¢ 3re um r e und
ein Proton im Volumen ¢ 3rp um r p zu ¯nden.

Dabei gilt natÄurlich die Normierung
Z

d3red3rpjª( r e; r p; t)j2 = 1

Die OperatorenkÄonnendann auf beideTeilchen wirken, z.B. lautet der Operator desGesamt-
impulsesin Ortsdarstellung: P̂ges = ~=i(r r e + r r p ), und seinErwartungswert:

hP̂gesi =
Z

d3red3rpª( r e; r p; t)¤ ~
i
(r r e + r r p )ª( r e; r p; t)

Der Hamilton-Operator desSystemsausElektron und Proton lautet:

Ĥ0 = ¡
~2

2me

µ
@

@r e

¶ 2

¡
~2

2mp

µ
@

@r p

¶ 2

¡
e2

4¼²0jr e ¡ r pj
(3.1)

Gesucht sind die LÄosungender stationÄaren SchrÄodingergleichung

Ĥ0ª( r e; r p) = Eª( r e; r p)

FÄuhre hierzu die Schwerpunkt-und Relativkoordinaten R = (mer e + mpr p)=M und r = r e ¡ r p

23
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mit M = me + mp ein. Dann gilt:

@
@r e

~ª( R; r ) =
@

@R
~ª( R; r )

me

M
+

@
@r

~ª( R; r )
µ

@
@r e

¶ 2
~ª( R; r ) =

µ
@

@R

¶ 2
~ª( R; r )

³ me

M

´ 2
+ 2

@
@R

¢
@
@r

~ª( R; r )
me

M
+

µ
@
@r

¶ 2
~ª( R; r )

µ
@

@r p

¶ 2
~ª( R; r ) =

µ
@

@R

¶ 2
~ª( R; r )

³ mp

M

´ 2
¡ 2

@
@R

¢
@
@r

~ª( R; r )
mp

M
+

µ
@
@r

¶ 2
~ª( R; r )

Damit folgt:

Ĥ0
~ª( R; r ) =

Ã

¡
~2

2M

µ
@

@R

¶ 2

¡
~2

2¹

µ
@
@r

¶ 2

¡
e2

4¼²0jr j

!

~ª( R; r )

mit der reduzierten Masse¹ = (1=me + 1=mp)¡ 1. Ĥ0 separiert also in den Variablen R; r und
man kann einenProduktansatz in der Form:

~ª( R; r ) =
1

(2¼)3=2
eiK ¢R Ánl m (r ) mit Ĥ0

~ª( R; r ) =
µ

~2K 2

2M
+ En

¶
~ª( R; r )

machen,wobei En und ª nl m (r ) die Energie-Eigenwerte und EigenfunktionenausGl. (1.6) sind,
wobei me durch ¹ ersetztwird. Der gebundeneZustand verhÄalt sich wie ein freiesTeilchen mit
der GesamtmasseM .

3.1.2 Allgemeine De¯nition

Seiennun im vorhergehendenBeispiel ' m (r e) und Ám (r p) Basen der jeweiligen Einteilchen-
HilbertrÄaumeH e und H p. Dann erhÄalt man:

ª( r e; r p; t) =
X

n

cn (r e; t)Án (r p) mit cn (r e; t) =
Z

d3rpÁ¤
n (r p)ª( r e; r p; t)

=
X

m;n

cm;n (t)' m (r e)Án (r p) mit cm;n (t) =
Z

d3re' ¤
m (r e)cn (r e; t)

Damit ist ª( r e; r p; t) einElement desProduktraumesH e­H p derbeidenEinteilchen-HilbertrÄaume.
Dies motiviert die folgendeDe¯nition:

Die quantenmechanischen ZustÄandeeinesSystemsvon N unterscheidbarenTeilchen (mit den
Nummern1; 2; : : : N ) sind Elemente desProduktraumesH 1­ H 2­ : : :­ H N der entsprechenden
Einteilchen-HilbertrÄaume.

Seienj' (i )
n i Basender jeweiligen Einteilchen-HilbertrÄaume,dann lÄasst sich ein allgemeinerN -

Teilchen Zustand in der Form

jª i =
X

n1 ;:::nN

cn1 ;n2 ;:::nN j' (1)
n1

i ­ j' (2)
n2

i ­ : : : ­ j' (N )
nN

i

mit beliebigen komplexen Koe±zienten cn1 ;:::cN darstellen. Die Stelle im Produkt entspricht
dabei einer Nummer des Teilchens. Das Skalarprodukt ist fÄur die ProduktzustÄande jª i =
j' i ­ jÁi und j ~ª i = j ~' i ­ j ~Ái durch h~ª jª i = h~' j' ih~ÁjÁi und fÄur beliebigeZustÄande Äuber das
Distributivgesetz de¯niert. Man beachte, dasssich nur wenigeElemente desProduktraumesals
direktes Produkt j' i ­ jÁi darstellen lassen.
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3.1.3 Beispiel: Hyp erfeinstruktur des H-A toms

Elektron und Proton sind Spin-1/2 Teilchen. Deswegen setzt sich eine Basis der jeweiligen
Einteilchen-HilbertrÄaume in der Form jª e=pi = ' (r e=p)Âs(e=p) zusammen,wobei Â1=2 = j+ i
und Â¡ 1=2 = j¡i die Spinfunktion ist. Der Hamilton-Operator Ĥ0 aus Gl. (3.1) ist dann mit
den ZustÄanden

j©1i = Á100(r )Â1=2(e) ­ Â1=2(p) j©2i = Á100(r )Â¡ 1=2(e) ­ Â1=2(p)

j©3i = Á100(r )Â1=2(e) ­ Â¡ 1=2(p) j©4i = Á100(r )Â¡ 1=2(e) ­ Â¡ 1=2(p)

vierfach entartet. Mit dem Spin desElektrons und desProtons (gp = 5:6) sind jeweils magneti-
sche Momente verbunden,die miteinander wechselwirken. Dies ergibt einenzusÄatzlichen Term
V̂ = f (r e¡ r p)Ŝe ¢̂Sp im Hamiltonoperator. Die StÄormatrix ergibt sich ausdenMatrixelementen

hi jV̂ jj i =
Z

d3re

Z
d3rpÁ¤

100(r )f (r )Á100(r )
| {z }

= f 0

[Âse
i (e) ­ Âsp

i (p)]y(Ŝe
x Ŝp

x + Ŝe
yŜp

y + Ŝe
zŜp

z )Âse
j (e) ­ Âsp

j (p)

Nun folgt ausder Darstellung desSpinsmit den Paulimatrizen

(Ŝe
x Ŝp

x + Ŝe
yŜp

y + Ŝe
zŜp

z )Â1=2(e) ­ Â1=2(p)

= Ŝe
xÂ1=2(e) ­

~
2

Â¡ 1=2(p) + Ŝe
yÂ1=2(e) ­

i~
2

Â¡ 1=2(p) + Ŝe
zÂ1=2(e) ­

~
2

Â1=2(p)

=
µ

~
2

¶ 2 ¡
Â¡ 1=2(e) ­ Â¡ 1=2(p) ¡ Â¡ 1=2(e) ­ Â¡ 1=2(p) + Â1=2(e) ­ Â1=2(p)

¢
=

µ
~
2

¶ 2

jª 1i

usw. damit erhÄalt man die Matrix:

hi jV̂ jj i = f 0

µ
~
2

¶ 2

0

B
B
@

1 0 0 0
0 ¡ 1 2 0
0 2 ¡ 1 0
0 0 0 1

1

C
C
A

mit den Eigenwerten E1 = ¡ 3f 0~2=4 und E2;3;4 = f 0~2=4. Man hat also eine Aufspaltung des
Grundzustandesum 4f 0~2=4 = 6¹ eV, die man alsHyperfeinstruktur bezeichnet. Der zugehÄorige
Eigenzustandmit der GrundzustandsenergieE1 ist

jª gi =
1

p
2

(j©2i ¡ j©3i ) = Á100(r )
¡
Â1=2(e) ­ Â¡ 1=2(p) ¡ Â¡ 1=2(e) ­ Â1=2(p)

¢

welcher den Gesamtspin S = 0 hat.

3.2 Iden tisc he Teilchen

Betrachte einen Einteilchen-Hilbertraum H mit Basis jai . Der N -Teilchen Produktraum, der
sich aus identischen Teilchen zusammensetzt, ist dann durch H ­ H ­ : : : H (N -mal) mit den
BasiszustÄanden

ja1i ­ ja2i
|{z}

Zustand von Teilchen 2

­ : : : ­ jaN i = ja1; a2; : : : aN i (3.2)

gegeben.
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De¯nition: FÄur einegegebenePermutation » = (n1; n2; : : : nN ) derZahlen(1; 2; : : : N )
vertauscht der Permutationsoperator P̂» in demN -Teilchenzustanddie entsprechen-
den Teilchen-ZustÄande,d.h. P̂»ja1; a2; : : : aN i = jan1 ; an2 ; : : : anN i .1 Eine Transposi-
tion T̂ij ist einespeziellePermutation, die lediglich die ZustÄandei und j miteinander
vertauscht. Es gilt: JedebeliebigePermutation lÄasstsich entwederals Produkt von
einergeradenoder ungeradenAnzahl von Transpositionendarstellen{ Man spricht
von geradenoder ungeradenPermutationen mit ¾» = § 1.

Physikalisch relevante OperatorenhÄangenvon allen Teilchen-Koordinaten in gleicher Weiseab,
da man sonstdie Teilchen unterscheidenkÄonnte. Deswegengilt:

P̂»Â(1; 2; : : : N )ja1; a2; : : : aN i = Â(1; 2; : : : N )P̂»ja1; a2; : : : aN i

Da insbesondere[Ĥ ; T̂ij ] gilt, folgt: Ist zu einemZeitpunkt jª i ein Eigenzustandvon T̂ij , sogilt
das fÄur alle Zeiten. Da T̂2

ij = 1 sind die mÄoglichen Eigenwerte von T̂ij gerade1 und ¡ 1.

Symmetrisierungs-P ostulat:

² Systemevon Teilchenmit ganzzahligemSpin (Bosonen) sind EigenzustÄandealler Trans-
positionenmit Eigenwert 1 (also auch aller Permutationen).

² Systeme von Teilchen mit halbzahligem Spin (Fermionen) sind EigenzustÄande aller
Transpositionenmit Eigenwert ¡ 1 (d.h. Eigenwert § 1 fÄur gerade/ungeradePermutatio-
nen).

Die BasiszustÄande(3.2) erfÄullen dasSymmetrisierungs-Postulat nicht, wennnicht alle ZustÄande
ai identisch sind. Aus ihnen lassensich aber symmetrisierte und antisymmetrisierte ZustÄande
wie folgt konstruieren:

² SymmetrisierteBasis-ZustÄandefÄur Bosonen:

ja1; a2; : : : aN i S =
1

p
N !

Q
a na!

X

»

P̂»ja1; a2; : : : aN i

wobei na angibt, wie oft der Zustand a im Vielteilchenzustandenthalten ist.

² Antisymmetrisierte Basis-ZustÄandefÄur Fermionen:

ja1; a2; : : : aN i A =
1

p
N !

X

»

¾»P̂»ja1; a2; : : : aN i

was man auch als Slater-Determinante

ja1; a2; : : : aN i A =
1

p
N !

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

ja1i 1 ja2i 1 : : : jaN i 1

ja1i 2 ja2i 2 : : : jaN i 2

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :
ja1i N ja2i N : : : jaN i N

¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯
¯

schreiben kann, wobei der zusÄatzliche Index die Stelle im Tensorprodukt darstellt.
1Hier werden die ZustÄande der Teilchen vertauscht. Dies entspricht einer Vertauschung der Teilchen mit der

inversenPermutaion »¡ 1
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Nach Konstruktion ist ja1; a2; : : : aN i A = 0, wenn ai = aj fÄur i 6= j gilt. Daraus folgt das
Pauli-Prinzip, dasbesagt,dasszwei Fermionennicht in demselben Zustand seindÄurfen.

3.3 Auswirkung der An tisymmetrisierung

Im Folgendenwerdennur zwei Teilchen betrachtet. Das Ergebnisist aber allgemein.

3.3.1 Ein teilc hen-Op erator

Betrachte den Einteilchen-Operator: Ô(1; 2; : : : N ) =
P N

i=1 Ô(i ), der in gleicher Weiseauf alle
Teilchen einzelnwirkt.

FÄur den Erwartungswert einesantisymmetrisierten Zustandesgilt:

A ha;bjÔ(1; 2)ja;bi A =
1
2

(ha;bj ¡ hb;aj) Ô(1) + Ô(2) (ja;bi ¡ jb;ai )

=
1
2

³
ha;bjÔ(1)ja;bi
| {z }

= hajÔjaihbjbi = hajÔjai

¡ ha;bjÔ(1)jb;ai
| {z }

= hajÔjbihbjai =0

¡ hb;ajÔ(1)ja;bi + hb;ajÔ(1)jb;ai + gleiche Termemit Ô2

´

= hajÔjai + hbjÔjbi = ha;bjÔ(1; 2)ja;bi

Die Erwartungswerte von Einteilchenoperatoren Äandern sich durch die Antisymmetrisierung
alsonicht.

3.3.2 Zweiteilc hen-Op erator

Betrachte den Zweiteilchen-Operator: Ô(1; 2; : : : N ) = 1
2

P N
i6= j Ô(i; j ), der in gleicher Weiseauf

alle Paare(i; j ) von Teilchen wirkt.

A ha;bjÔ(1; 2)ja;bi A =
1
2

(ha;bj ¡ hb;aj) Ô(1; 2) (ja;bi ¡ jb;ai )

=
1
2

³
ha;bjÔ(1; 2)ja;bi ¡ ha;bjÔ(1; 2)jb;ai ¡ hb;ajÔ(1; 2)ja;bi

| {z }
= ha;bjÔ(1;2)jb;ai

+ hb;ajÔ(1; 2)jb;ai
| {z }

= ha;bjÔ(1;2)ja;bi

´

= ha;bjÔ(1; 2)ja;bi
| {z }

Direkter Term

¡ ha;bjÔ(1; 2)jb;ai
| {z }

Austausch-Term

Hier erhÄalt man durch die Antisymmetrisierung einenweiterenTerm, den Austausch-Term, bei
dem der Zustand mit dem vertauschten Zustand wechselwirkt.

Betrachte nun die Elektron-Elektron-Wechselwirkung

Ô(i; j ) =
e2

4¼²0jr i ¡ r j j
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und die Einteilchen-ZustÄandejai = ' a(r )Âsa und jbi = ' b(r )Âsb. Dann erhalten wir:

A ha;bjÔ(1; 2)ja;bi A =
Z

d3r1

Z
d3r2 j' a(r 1)j2 jÂsa (1)j2

| {z }
=1

j' b(r 2)j2 jÂsb(2)j2
| {z }

=1

e2

4¼²0jr i ¡ r j j

¡
Z

d3r1

Z
d3r2 ' ¤

a(r 1)' b(r 1)
³

[Âsa (1)]y Âsb(1)
´

' ¤
b(r 2)' a(r 2)

³
[Âsb(2)]y Âsa (2)

´ e2

4¼²0jr i ¡ r j j
(3.3)

Der ersteTerm beschreibt die klassische Wechselwirkung zweier Ladungsverteilungenmit den
Dichten j' a(r 1)j2 und j' b(r 2)j2. Falls sa = sb haben die Spinsdie gleiche Ausrichtung und man
erhÄalt einenzweiten Term (die Austausch-Wechselwirkung) der die Energieabsenkt.



Kapitel 4

A tomph ysik

4.1 Zentralfeldmo del und Perio densystem

Das Atom ist ein Vielteilchenproblembestehendaus dem Kern mit OrdnungszahlZ und N
Elektronen (N = Z beim neutralen Atom).

VernachlÄassigedie BewegungdesAtomkernes.Dann lautet der Hamiltonoperator:

Ĥ (r 1; : : : r N ) =
NX

i =1

µ
p̂2

i

2me
¡

Ze2

4¼²0jr i j

¶

| {z }
Ein teilchen-Hamilton-Op erator

+
X

i<j

e2

4¼²0jr i ¡ r j j
| {z }

ee-Wechselwirkung

+ ĤSpin-Bahn + Ĥ relativistisc h (4.1)

Wir nÄahernnun dasKernpotential und die Wechselwirkungmit den anderenN ¡ 1 Elektronen
durch ein e®ektiveskugelsymmetrischesEinteilchen-Potential Á(jr j; N; Z ), dasZentralfeld, und
setzen:

Ĥ (r 1; : : : r N ) = Ĥ0(r 1; : : : r N ) + V̂ (r 1; : : : r N ) + ĤSpin-Bahn + Ĥ relativistisc h (4.2)

mit dem Einteilchen-Operator

Ĥ0(r 1; : : : r N ) =
NX

i =1

µ
p̂2

i

2me
+ Á(jr i j; N; Z )

¶

und der StÄorung

V̂ (r 1; : : : r N ) =
X

i<j

e2

4¼²0jr i ¡ r j j
¡

NX

i =1

µ
Ze2

4¼²0jr i j
+ Á(jr i j; N; Z )

¶
;

die durch einegeeigneteWahl von Á(jr i j; N; Z ) mÄoglichst klein seinsoll.

Da Ĥ0 in den Koordinaten separiert, und nicht vom Spin abhÄangt, kann man die Gesamt-
wellenfunktion als Produkt von Einteilchen-ZustÄanden (mit Index i = 1; : : : N ) der Form
Rnl (r i )Y m

l (µi ; ' i )Âms (i ) schreiben. Da die Elektronen identische Teilchen sind, muss die Ge-
samtwellenfunktion antisymmetrisiert werden. Dabei ist die Gesamtenergie die Summe der
Einteilchen-EnergienEnl , vergl. Abschnitt 3.3.1. Die Quantenzahlen n und l werden analog

29
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zum Wassersto®-Atom sortiert (n = l + 1+Anzahl der Knoten, sodassl 2 f 0; 1; : : : n ¡ 1g). FÄur
die Drehimpulse l = 0; 1; 2; 3 verwendet man die Kleinbuchstaben s;p;d; f . Allerdings nimmt
nun die Energie bei festem n mit l zu. Dies kann man so verstehen,dassdie Radialfunktio-
nen Rnl mir steigendeml in der NÄahedesKerns einegeringereAufenthalts-Wahrscheinlichkeit
haben, und somit nur ein durch die anderenElektronen abgeschirmtes Kernpotential spÄuren.
Im Grundzustand werdennun die Niveausmit den niedrigstenEnergienbesetzt.Damit erhÄalt
man folgendeReihenfolgeder Energieniveaus:
1s, 2s, 2p, 3s, 3p, [4s,3d], 4p, [5s,4d], 5p, [6s,4f, 5d] 6p
2 2 6 2 6 2 + 10 6 2 + 10 6 2 + 14+ 10 6

Dabei unterscheidensich die Energiender eingeklammertenMultipletts nur schwach, was ins-
besonderezu UnterschiedenzwischenAtomenund Ionengleicher ElektronenzahlfÄuhrt. Z.B. hat
Mangan(Mn, Z=25) 1s2; 2s2; 2p6; 3s2; 3p6; 4s2; 3d5, Eisen(Fe,Z=26) 1s2; 2s2; 2p6; 3s2; 3p6; 4s2; 3d6

aber dasEisenionFe+ 1s2; 2s2; 2p6; 3s2; 3p6; 4s1; 3d6.

AbgeschlosseneSchalenzeigeneineradialsymmetrische Ladungsverteilung, wasausden Eigen-
schaften der Kugel°Äachenfunktionen folgt.

4.2 Grobstruktur

Betrachtet man die Vielteilchen-Wechselwirkung V̂ aus Gl. (4.2) als StÄorung, so ergibt sich
eine Verschiebung der Gesamtenergienund eine Aufhebung von Entartungen. Dabei zeigt ein
Atom mit abgeschlossenenSchalen wegendes Pauli-Prinzips keine Entartung. Im Folgenden
konzentrieren wir uns auf teilweisegefÄullte Schalen.

Beispiel: Kohlensto®hat keineEntartungen in den gefÄullten Schalen 1s2; 2s2. Da-
gegenhat man in der 2p Schale zwei Elektronen in 2(2l + 1) = 6 verfÄugbaren
ZustÄanden.DiesekÄonnendurch

¡ 6
2

¢
= 15 mÄogliche Kombinationen besetztwerden.

Jede dieserKombinationen entspricht einem antisymmetrisierten Produktzustand
der Einteilchen-Wellenfunktionen.

Die StÄorung durch die Vielteilchen-Wechselwirkung hebt die Entartung auf. Die neuenEigen-
zustÄandesind Linearkombinationen der einzelnenSlater-Determinanten ausProduktzustÄanden.

4.2.1 Klassi¯k ation der Vielteilc hen-Zust Äande

Es gilt [Ĥ0; L̂ i ] = 0, da Ĥ0 sich aus der Summezentralsymmetrischer Einteilchen-Hamilton-
Operatorenzusammensetzt.Nun ist

·
L̂ i ;

1
jr i ¡ r j j

¸
= r i £

µ
¡

~
i

¶
(r i ¡ r j )
jr i ¡ r j j3

=
~
i

1
jr i ¡ r j j3

r i £ r j 6= 0

Demnach kommutiert V̂ nicht mit deneinzelnenDrehimpuls-Operatorenund eslÄasstsich keine
gemeinsameBasisausEigenzustÄandenaller L̂ 2

i und Ĥ0+ V̂ [ausGl. (4.2)] konstruieren.Dagegen
gilt mit dem GesamtdrehimpulsL̂ ges =

P
i L̂ i .

·
L̂ ges;

1
jr i ¡ r j j

¸
=

~
i

1
jr i ¡ r j j3

(r i £ r j ¡ r j £ r i ) = 0
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Also folgt: [L̂ ges; V̂ ] = 0 Ebensokommutieren Ĥ0 und V̂ mit allen Komponenten desGesamt-
spins Ŝges =

P
i Ŝi .

Deswegengibt eseinegemeinsameBasisder Operatoren Ĥ0 + V̂ , L̂ 2
ges, L̂gesz, Ŝ2

ges, und Ŝgesz,
die durch die QuantenzahlenL; M L ; S; MS (Gro¼buchstaben fÄur die jeweiligenGesamtdrehim-
pulse) klassi¯ziert werden.

Folglich lassensich die EigenzustÄandeder StÄormatrix hi jV̂ jj i in Multipletts mit den Quanten-
zahlen L (dargestellt durch die Gro¼buchstaben S; P; D; F; G; H : : : fÄur L = 0; 1; 2; 3; 4; 5: : :)
und S mit (2L + 1)(2S + 1)-facher Entartung einordnen.DieseZustÄandebezeichnet man in der
Spektroskopie mit (2S+1) L.

Dabei werdendie mÄoglichen Kombinationen durch die folgendenForderungeneingeschrÄankt:

² Die ZustÄande mÄussenals Linearkombinationen der ProduktzustÄandeder Äau¼erenSchale
darstellbar sein. So kann z.B. L nicht grÄo¼ersein als die maximale Summe

P
i mi der

z-Komponente der Einteilchen-Drehimpulse,da M L = L im Multiplett seinmuss.

² Die Gesamtwellenfunktion muss total antisymmetrisch bezÄuglich der Vertauschung der
Teilchen sein. Demnach ist entweder der Spin-Anteil symmetrisch und der Bahnanteil
antisymmetrisch oder umgekehrt.

Technisch fÄuhrt man diesanhand desYoung-Schemasdurch (Landau-Lifschitz).

Beispiel: Kohlensto®mit der Kon¯guration 1s2; 2s2; 2p2.
Die zwei Valenzelektronenhaben mi = ¡ 1; 0; 1, damit ist

P
i mi · 2 und essind

nur L = 0; 1; 2 mÄoglich. Ebensoist im Spinraum
P

i ms(i ) · 1 und eskommennur
die Gesamtspins S = 0; 1 in Frage.

Die Bahnfunktionen zum Gesamtdrehimpuls L = 0; 2 sowie die Spinfunktio-
nen zum Gesamtspin S = 1 sind symmetrisch, ansonstensind sie antisymmetrisch.
Deswegenkommennur die ZustÄande 1S (einfach entartet), 3P (neunfach entartet)
und 1D (fÄun®ach entartet) in Frage.Zusammensind diesdie 15 EigenzustÄandeder
StÄormatrix.

4.2.2 Hund'sc he Regeln

Die Frage, welches der Multipletts die niedrigste Energie hat, beantworten die (empirischen)
Hund'schenRegeln.

1. Je grÄo¼erS, destoniedriger ist die Energie.(FÄur den Zustand mit M S = S bedeutetdas,
dassmÄoglichst viele Spinsder EinteilchenzustÄandems = 1=2 haben, alsoparallel stehen.)
Dies lÄasstsich durch einemÄoglichst starke Austauschwechselwirkungmotivieren.

2. Bei gleichem S liegt die Energieum so niedriger, je grÄo¼erL ist.

Beispiel: FÄur dasKohlensto®atombedeutetdas,dassdas3P Multiplett denGrund-
zustand, das 1D Multiplett den ersten angeregtenZustand und das 1S Multiplett
den zweiten angeregtenZustand bildet.
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4.3 Feinstruktur

Durch den Spin-Bahn-Term in Gl. (4.2) wird die Entartung der Multipletts weiter reduziert.
Entsprechend dem Wassersto®atomin Abschnitt 1.6.3 gilt nun fÄur den Gesamtdrehimpuls
Ĵges = L̂ ges + Ŝges

[Ĵges; Ĥ ] = 0; [L̂ 2
ges; Ĥ ] = 0; [Ŝ2

ges; Ĥ ] = 0;

und die QuantenzahlenJ; M J ; L; S sind gute Quantenzahlen.Dabei kann J die Werte jL ¡ Sj ·
J · L + S annehmen.FÄur festeL; S spaltendie EnergieniveausbezÄuglich J auf. Die ZustÄande
werdenmit (2S+1) L J bezeichnet.

Dabei gilt, dassim niedrigstenMultiplett fÄur wenigerals halb gefÄullte Schalen,die Energiemit
J wÄachst, ansonstenfÄallt sie (sieheLandau-Lifschitz).

FÄur das Kohlensto®atombedeutet das, dassdas 3P Multiplett in 3 ZustÄande 3P0,
3P1, 3P2 aufspaltet, die nach wachsenderEnergiegeordnetsind.

Anmerkung:

Hierbei wurde vorausgesetzt,dass ĤSpin-Bahn eine kleine StÄorung der Grobstruktur ist, d.h.
ĤSpin-Bahn ¿ V̂ . In diesemSinne wurde angenommen,dassman sich auf den entarteten Un-
terraum mit festemS und L beschrÄankt. Dies bezeichnet man als LS-Kopplung (auch Russel-
Saunders-Kopplung)und ist fÄur leichte und mittelschwereAtome gerechtfertigt.

Umgekehrt gilt fÄur sehrschwereAtomeĤSpin-Bahn À V̂ . Dann ist essinnvoll, erstdenEinteilchen-
Hamilton-Operator Ĥ0 + ĤSpin-Bahn zu diagonalisieren.Dieservertauscht mit den Einteilchen-
Gesamtdrehimpuls-OperatorenĴ i = L̂ i + Ŝi . Deswegenkann man die ZustÄandenach denQuan-
tenzahlenj i (Eigenwert j (j + 1)~2 bzgl. Ĵ2

i ) klassi¯zieren.StÄorungstheoriebezÄuglich V̂ spaltet
die

Q
i (2j i + 1){fach entarteten ZustÄandeauf, was man als j j -Kopplung bezeichnet.

4.4 Allgemeine Behandlung von Vielteilc hen-Systemen

In vielen Systemen(Atome, MolekÄule, FestkÄorper) dominiert die Elektron-Elektron Wechsel-
wirkung das Verhalten. Solche Systemesind nie exakt lÄosbar.HÄau¯g verwendet man folgende
Hierarchie um die Ursache verschiedenerE®ektezu klassi¯zieren:

Hartree-N Äaherung: Betrachte ProduktzustÄandeausgeeignetenEinteilchen-ZustÄandenunter
Beachtung desPauli-Prinzips.

Hartree-F ock-N Äaherung: Betrachte antisymmetrisierte ProduktzustÄande, die Korrektur in
der Energie(vergleiche Abschnitt 3.3.2) bezeichnet man als Austauschenergie Ex .

Korrelationse®ekte: Die
"
wahre\ Vielteilchen-Wellenfunktion ist eineLinearkombination von

vielen antisymmetrisierten ProduktzustÄanden.Dies fÄuhrt zu weiterenKorrekturen in der
Energie,die man als Korrelationsenergie Ec. bezeichnet, und oft schwer abschÄatzbar ist.

Eine beliebteNÄaherungist die Dichtefunktionaltheorie (siehez.B. Scherz), in der manein e®ekti-
vesEinteilchen-Potential konstruiert, dassowohl die Austausch alsauch die Korrelationsenergie
(zusammenExc) nÄaherungsweiseberÄucksichtigt.
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Physik
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Kapitel 5

Prinzipien der Thermo dynamik und
Statistik

In der klassischen Mechanik wird ein System durch Angabe der Orts- und Impulskoordina-
ten beschrieben (z.B. Zustand des Sonnensystems= Positionen der Planeten). Entsprechend
wird in der Quantenmechanik ein System durch die Angabe der Quantenzahlen (bzw. Line-
arkombinationen solcher ZustÄande) charakterisiert (z.B. Das Atom durch Gesamt-Drehimpuls,
Gesamtpin, etc). Dies ist jeweils einevollstÄandigeBeschreibungdesSystems.

Bei makroskopischenSystemenist eine solche vollstÄandige Beschreibung weder mÄoglich noch
sinnvoll. Z.B. wei¼man genau,was man bekommt, wenn man ein Glas Whisky in der Kneipe
bestellt. Hier genÄugt die Angabe wenigerInformationen (Volumen,Marke und Temperatur) um
dasGewÄunschte sehrgenauzu beschreiben.

Ziel der Thermodynamik ist es zu untersuchen, welche Angaben notwendig sind, um solche
makroskopischen Systemezu charakterisieren. Hierzu geht man wie folgt vor: Anstatt eines
de¯nierten Zustandesmit festen Koordinaten bzw. Quantenzahlen untersucht man ein En-
semblevon solchenZustÄanden, in dem man jedemZustand einebestimmte Wahrscheinlichkeit
zuschreibt.

5.1 Einf Äuhrendes Beispiel

Betrachte ein Wasserfassmit Volumen V und N gelÄosten Teilchen. Nun soll ein Teilvolumen
V1 = V=M abgetrennt werden.Wie viele Teilchen sind darin?

LÄosung:

1. Teile dasVolumen in M gleiche Zellen auf. JedesTeilchen kann in M Zellen sein ! M N

mÄogliche Kombinationen (ZustÄande).

2. Bestimmedie Anzahl F (N1) der mÄoglichen ZustÄandemit N1 Teilchen in V1

² WÄahle N1 Teilchen aus:
¡ N

N1

¢
MÄoglichkeiten mit dem Binominalkoe±zient
µ

N
N1

¶
=

N !
N1!(N ¡ N1)!

34
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² (N ¡ N1) Teilchen werden auf die anderen(M ¡ 1) Zellen verteilt: (M ¡ 1)(N ¡ N 1 )

MÄoglichkeiten

Als Ergebnishaben wir F (N1) =
¡ N

N1

¢
(M ¡ 1)(N ¡ N 1 ) . Probe:

NX

N1=0

F (N1) =
NX

N1=0

µ
N
N1

¶
1N1 (M ¡ 1)(N ¡ N 1 ) = (1 + M ¡ 1)N = M N ¤

da (a + b)N =
P N

i=0

¡ N
i

¢
ai bN ¡ i

3. Annahme: Jeder Zustand tritt mit der gleichenWahrscheinlichkeit 1=M N auf. Dies ist
nicht erfÄullt, wenn die Teilchen geradean einer Stelle eingefÄugt wurden. FÄur normale
Systemetritt aber nach einiger Zeit eineGleichverteilung durch Di®usionsprozesseauf.

4. Damit erhÄalt man die mittlere Teilchenzahl:

hN1i =
1

M N

MX

N1=0

N1F (N1) =
µ

M ¡ 1
M

¶ N

2

6
6
6
6
6
6
4

MX

N1=0

N1

µ
N
N1

¶
®¡ N 1

| {z }
= ¡ ® d

d®

P
N 1 ( N

N 1
)®¡ N 1

3

7
7
7
7
7
7
5

j®=( M ¡ 1)

=
µ

M ¡ 1
M

¶ N
"

¡ ®
d

d®

µ
1 +

1
®

¶ N
#

j®=( M ¡ 1)

=
µ

M ¡ 1
M

¶ N
"

N
1
®

µ
1 +

1
®

¶ N ¡ 1
#

j®=( M ¡ 1)

=
µ

M ¡ 1
M

¶ N N
M ¡ 1

µ
M

M ¡ 1

¶ N ¡ 1

=
N
M

= N p

(5.1)

mit der Wahrscheinlichkeit p = 1=M fÄur ein Teilchen im Volumen V1 zu sein.

5. Ebensoerhalten wir:

hN 2
1 i =

1
M N

MX

N1=0

N 2
1 F (N1) =

µ
M ¡ 1

M

¶ N
"

(¡ ®)
d

d®

(

(¡ ®)
d

d®

MX

N1=0

µ
N
N1

¶
®¡ N 1

)#

j®=( M ¡ 1)

=
µ

M ¡ 1
M

¶ N
"

(¡ ®)
d

d®

(

(¡ ®)
d

d®

µ
1 +

1
®

¶ N
)#

j®=( M ¡ 1)

=
N
M

+
N (N ¡ 1)

M 2

Daraus folgt die Standardabweichung¾mit:

¾2 = h(N1 ¡ hN1i )2i =
N
M

+
N (N ¡ 1)

M 2
¡

µ
N
M

¶ 2

=
N
M

µ
1 ¡

1
M

¶
= N p(1 ¡ p) (5.2)

Zahlen beispiel: Ein Glas Whisky enthÄalt V1 = 20cm3 mit 43 Vol% (entspricht dem Mit-
telwert), also 8:6cm3 Alkohol (C2H6O). Mit der Dichte ½Alk = 0:789g=cm3, der Molmasse
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MAlk = 46:07g=mol und der Avogadro-Konstanten NA = 6:022£ 1023=mol folgt die mittlere
Anzahl von Alkohol-MolekÄulen im Glas

hN1i = 8:6cm3½Alk
Na

MAlk
= 8:87£ 1022

Die relative Schwankungist dabei (mit p ¿ 1 fÄur gro¼esWhiskyfass)

¾
hN1i

=
p

1 ¡ p
p

hN1i
= 3:4 £ 10¡ 12

Damit stimmt die wirkliche Anzahl der Alkohol-MolekÄule mit extrem guter Genauigkeit (auf
11 Stellen) mit dem Mittelw ert Äuberein.

5.2 Zur Wahrscheinlic hkeits-Rec hnung

Im Folgendende¯nieren wir die grundlegendenBezeichnungen:

Zufallsv ariablen sind GrÄo¼en,derenWert statistischenSchwankungunterliegen.Beispiele:(i)
Die OberseiteeinesWÄurfels kann die Zahlen X = 1; 2; 3; 4; 5; 6 zeigen(diskrete Werte).
(ii) Die Geschwindigkeit einesGasmolekÄuls X = v ist einekontinuierliche Zufallsvariable.

Wahrscheinlic hkeit P(X = a), dassX den diskreten Wert a annimmt; bzw. P(X = a)da,
dassX im Intervall da um a liegt. Dabei gilt die Normierung

P
a P(X = a) = 1, bzwR

daP(X = a) = 1.

Erw artungsw ert einer Zufallsvariable X : hX i =
P

a P(X = a)a, bzw.
hX i =

R
daP(X = a)a.

Standardab weichung der Zufallsvariablen X : ¾X =
p

hX 2i ¡ (hX i )2.

Verbundw ahrscheinlic hkeit P(X = a;Y = b), dassdie Zufallsvariable X den Wert a und
die ZufallsvariableY denWert bannimmt. Die ZufallsvariablenX und Y sind unabhÄangig,
wenn P(X = a;Y = b) = P(X = a)P(Y = b) gilt.

Funktionen von Zufallsv ariablen F (X ; Y; : : :) sind neueZufallsvariablen.

Binominalv erteilung: SeienX i fÄur i = 1; : : : N unabhÄangigeZufallsvariable mit den Werten
0; 1 und P(X i = 1) = p, P(X i = 0) = 1¡ p. Dann erfÄullt die Summeder Zufallsvariablen
S =

P
i X i die Binominalverteilung

P(S = n) =
µ

N
n

¶
pn (1 ¡ p)N ¡ n

mit hSi = N p und ¾2
S = N p(1 ¡ p).

Summe iden tisc her und unabh Äangiger Zufallsv ariablen: FÄur die SummeS =
P N

i=1 X i

von identischen und unabhÄangigenZufallsvariablen X i (z.B. die Summeder Zahlenvieler
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WÄurfel oder die Summe der kinetischen Energien vieler GasmolekÄule) mit Mittelw ert
hX i i = ¹ und Standardabweichung ¾X i = ¾gilt

hSi =
X

i

hX i i = N ¹ (5.3)

sowie

hS2i =
X

i;j

hX i X j i = N hX 2
i i + (N 2 ¡ N )¹ 2

| {z }
Ergebnis fÄur i 6= j

= N (¾2
X i

+ ¹ 2) + (N 2 ¡ N )¹ 2 = N ¾2 + hSi 2

Damit gilt
¾S =

p
N ¾ (5.4)

Zentraler Grenzw ertsatz: FÄur die SummeS =
P N

i=1 X i von identischen und unabhÄangigen
Zufallsvariablen X i hat man im Grenzfall N ! 1 die universelleWahrscheinlichkeitsver-
teilung (Gau¼-Verteilung)

P(S = a)da =
1

p
2¼¾S

exp
·
¡

(a ¡ hSi )2

2¾2
S

¸
da

FÄur einenBeweis, siehez.B. Rei®.

In der Praxis verwendenwir oft die vereinfachte SchreibweiseP(X ), wobei zwischen der Zu-
fallsvariablen und ihrem aktuellen Wert nicht unterschiedenwird.

5.3 Das Spinsystem

Als Beispiel werden wir Äofter ein System von N Spins mit den Einstellungen si = § 1=2 be-
trachten. Dieskann alsein ModellsystemfÄur ein Gasmagnetischer MolekÄule betrachtet werden.

SeiN§ die Anzahl der Spinsmit si = § 1=2 und m = (N+ ¡ N¡ )=2 = N+ ¡ N=2. Dann erhalten
wir die Magnetisierung(in z Richtung)

M =
1
V

NX

i =1

g¹ B si =
µ

N+

2
¡

N¡

2

¶
g¹ B

V
= m

g¹ B

V

welche einetypische Zufallsvariable ist. Hierbei ist V dasVolumendesSpinsystemsist, welches
proportional zu N ist.

Wir nehmenan, dassP(si = 1=2) = p fÄur alle Spinsgilt, die zunÄachst als unabhÄangigeZufalls-
variablenbetrachtet werden(VernachlÄassigungder Spin-SpinWechselwirkungim dÄunnenGas).
Dann folgt N+ einer Binominalverteilung mit P(N+ = i ) = PBinom (N+ = i ) = pi (1 ¡ p)N ¡ i

¡ N
i

¢
.

Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt fÄur N ! 1

P(N+ = i ) » PGau¼(N+ = i ) =
1

p
2¼N p(1 ¡ p)

exp
µ

¡
(i ¡ N p)2

2N p(1 ¡ p)

¶
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Abbildung 5.1: WahrscheinlichkeitsverteilungenP(m) desSpinsystemsfÄur p = 0:5.
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Abbildung 5.2: Wahrscheinlichkeitsverteilungen der mittleren Magnetisierung pro Spindichte
fÄur verschiedeneSystemgrÄo¼en.(p = 0:5)

Speziell wird fÄur p = 1=2 geradehmi = 0 und somit:

PBinom (m = j ) = PBinom (N+ = N=2 + j ) =
1

2N

µ
N

N=2 + j

¶
(5.5)

PGau¼(m = j ) = PGau¼(N+ = N=2 + j ) =

r
2

¼N
exp

µ
¡

2j 2

N

¶
(5.6)

Aus Abbildung 5.1 entnimmt man, dassbeideVerteilungenschon bei recht kleinen N sehrgut
Äubereinstimmen.FÄur N = 100 ist die Wahrscheinlichkeit, dassjmj > 26 angenommenwird,
kleiner als 7 £ 10¡ 8 (die Wahrscheinlichkeit, im Lotto sechs Richtige zu haben). Demnach ist
espraktische ausgeschlossen,dassmehr als 75%aller Spinsin eineRichtung zeigen.Abbildung
5.2 zeigt die Wahrscheinlichkeit eine bestimmte Magnetisierung(bei vorgegebener Spindichte
N=V) zu beobachten. Hierbei wird angenommen,dassdasVolumenproportional zur Anzahl der
Spinsist. Man erkennt, dassmit wachsenderTeilchenzahldie MagnetisierungM = 0 dominiert.
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5.4 Darstellung der Wahrscheinlic hkeits-V erteilung

Im Folgendensoll die probabilistische Beschreibung im Rahmen der Standard-Theorien der
Theoretischen Physik formalisiert werden.

5.4.1 Klassisc her Phasenraum

In der (Hamiltonschen) klassischen Mechanik wird jeder Zustand durch einen Punkt im 2f -
dimensionalenPhasenraumder Koordinaten pi ; qi de¯niert, dessenDynamik durch die Hamil-
tonfunktion H (p; q; t) bestimmt wird. Dann ist ½(p; q; t)df pdf q die Wahrscheinlichkeit, den
Zustand im Volumen df pdf q um p; q zu ¯nden. Die Kontinuit Äatsgleichung im Phasenraum
liefert:

@
@t

½(p; q; t) = ¡
fX

i =1

2

6
6
4

@½
@pi

_pi|{z}
= ¡ @H

@qi

+
@½
@qi

_qi|{z}
= @H

@pi

3

7
7
5 = f ½;H g

mit der Poisson-Klammerf ½;H g (vergl. Theoretische Physik Ia).

Demnach sind Verteilungen ½(p; q) = f (H (p; q)), die eine Funktion der (zeitunabhÄangigen)
Hamiltonfunktion sind, stationÄar.

5.4.2 Quan tenmec hanische Dic htematrix

Quantenmechanisch ist jeder Zustand eine Linearkombination jª i =
P

i ai j' i i von Basis-
zustÄanden j' i i des Vielteilchen-Hilbertraumes.Das Ensemble besteht aus verschiedenennor-
mierten ZustÄanden jª i . Erwartungswerte einer Observablen Â lassensich dann wie folgt um-
formen:

hhÂi Qm Erw artungsw ert i Ensemble = h
X

i;j

a¤
i h' i jÂj' j i| {z }

= A ij

aj i Ensemble

und man erhÄalt

hhÂi Qm Erw artungsw ert i Ensemble =
X

i;j

A ij ½j i ´ Spurf Â½̂g

mit der Dichtematrix
½ij = hai a¤

j i Ensemble

und dem Dichteoperator
½̂=

X

i;j

j' i i ½ij h' j j

Aus der Normierung der einzelnenZustÄande
P

i jai j2 = 1 folgt

Spurf ½̂g =
X

i

hjai j2i Ensemble = 1 (5.7)
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Da die Dichtematrix hermitesch ist, gibt eseineBasisj ~' i i desHilbertraumes,in der siediagonal,
d.h.

~½ij = h~' i j½̂j ~' j i =

0

B
B
@

¸ 1 0 0 : : :
0 ¸ 2 0 : : :
0 0 ¸ 3 : : :
: : : : : : : : : : : : : : :

1

C
C
A bzw. ½̂=

X

i

j ~' i i ¸ i h~' i j

Dabei gilt fÄur die Eigenwerte ¸ i :

1. ¸ i 2 R, da Eigenwerte einer hermiteschen Matrix

2. ¸ i ¸ 0, da siedie Wahrscheinlichkeit angeben,dassdasSystemdenZustandj ~' i i annimmt.

3. Es gilt
P

i ¸ i = 1 wegenGl. (5.7).

Da
½̂̂½=

X

i

j ~' i i ¸ 2
i h~' i j

folgt aus ½̂̂½= ½̂direkt, dass¸ i 2 f 0; 1g. Da
P

i ¸ i = 1, gibt esdann genauein n mit ¸ n = 1
und ¸ i = 0 fÄur i 6= n. In diesemFall liegt ein reiner Zustand j ~' n i vor. In einem Gemischist
mehr als ein ¸ i 6= 0. Also folgt fÄur diesei , dass¸ 2

i < ¸ i gilt. Deswegenist dann Spurf ½2g < 1.
Zusammengefassthaben wir:

Spurf ½2g = 1 , Reiner Zustand mit Dichteoperator ½̂= j ~' n ih ~' n j
Spurf ½2g < 1 , Gemischter Zustand

Die Zeitentwicklung desDichteoperators folgt der von NeumannGleichung

@̂½
@t

=
@
@t

hjª ihª ji Ensemble =
¿µ

1
i~

Ĥ jª i
¶

hª j + jª i
µ

hª j
i
~

Ĥ
¶ À

Ensemble

=
i
~

h[½̂;Ĥ ]i Ensemble :

Man liest direkt ab:

Ist der Dichteoperator eineFunktion desHamiltonoperators ½̂= f (Ĥ ), so ist er stationÄar.

5.5 Programm der Thermo dynamik

Ziel der Thermodynamik ist es

²
"
Exakte\ AussagenÄuber makroskopische Systeme

² Statistische AussagenÄuber mikroskopische (atomare) Systeme

zu machen. Hierbei gibt man lediglich makroskopische GrÄo¼en,wie Volumen, Gesamtenergie,
Teilchenzahl,etc vor. Diesestellen NebenbedingungenfÄur die mikroskopischen Freiheitsgrade
(klassischer Phasenraumoder quantenmechanischeZustÄande)dar. Sosind z.B. fÄur ein isoliertes
System alle ErhaltungsgrÄo¼en(insbesonderedie Gesamtenergie) und das Volumen konstant.
Das Systemhat dann aber immer noch eineVielzahl mikroskopischen Freiheitsgradehat.
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5.5.1 Das grundlegende Postulat

Im Programm der Thermodynamik untersuchen wir anstelle einesde¯nierten Zustandesmit
festen Koordinaten bzw. Quantenzahlen ein Ensemblevon solchenZustÄanden, in dem man
jedemZustand einebestimmte Wahrscheinlichkeit zuschreibt.

Dabei machen wir folgendesgrundlegendesPostulat:

Im thermodynamischenGleichgewichtwird ein isoliertesSystemdurch ein statistischesEnsem-
ble charakterisiert, das alle mit den NebenbedingungenvertrÄaglichen ZustÄande mit gleicher
Wahrscheinlichkeit annimmt.

5.5.2 Weshalb macht das statisc he Ensemble Sinn?

In der RealitÄat liegt ein Systemmit einemde¯nierten Zustand vor. Wodurch ist die Beschrei-
bung durch eineEnsemble gerechtfertigt? Hierzu gibt eszwei AnsÄatze:

1. In der zeitlichenEntwicklung kommt dasSystemp(t); q(t) jedemzugÄanglichemPunkt im
Phasenraumbeliebignahe(Ergodenhypothese).DasZeitmittel einerPhasenraumfunktion
A(p; q) entspricht dann dem Ensemblemittel, d.h.

1
T

Z T

0
dt A(p(t); q(t)) =

Z
d3qd3p½(p; q)A(p; q)

Damit entspricht die Wahl des Ensembles einer Mittelung Äuber die Zeit. Dabei ergibt
sich das Problem, dassman die Zeit T in der Regel sehr gro¼wÄahlen muss, um einen
reprÄasentativ en Teil desPhasenraumeszu durchlaufen. Ferner ist die Ergodenhypothese
nur fÄur spezielleHamiltonfunktionen beweisbar.

2. DasEnsemble beschreibt die Unkenntnis desBetrachters. GleicheWahrscheinlichkeit aller
ZustÄande bedeutet maximale Unkenntnis. (Informationstheoretischer Zugang,siehez.B.
SchlÄogl.) Zu diskutieren ist dabei die Frage, ob sich das Systemunterschiedlich verhÄalt,
je nachdem ob ein Beobachter mehr oder wenigerKenntnis von Details hat.

5.5.3 Welche Aussagen kann man aus dem Ensemble verschiedener
Zust Äande ziehen?

FÄur gro¼eSystemeund makroskopische Observablen zeigt die Verteilungsfunktion desWertes
der Observablen hÄau¯g einen extrem scharfen Peak. Dann stimmt der statistische Mittelw ert
der Observablen (bzw. der Wert mit hÄochster Wahrscheinlichkeit) mit dem Messwert fÄur den
vorliegendenZustand mit sehr hoher Wahrscheinlichkeit sehr genau Äuberein. Dies ist immer
dann der Fall, wenn sich der Phasenraumin viele nahezuunabhÄangigeund nahezuidentische
TeilrÄaume zerlegenlÄasst, die gleichartig in die Observable eingehen.Andernfalls (z.B. auf der
atomarenSkala) kann man nur Wahrscheinlichkeitsaussagenmachen.



Kapitel 6

Gleic hgewic hts-V erteilungen

6.1 Mikrok anonische Verteilung und Entropie

Wir betrachten ein abgeschlossenesSystem, d.h. die Energie,die Teilchenzahlund dasVolumen
sind fest vorgegeben.

Das Gleichverteilungspostulat besagt, dass alle mÄoglichen ZustÄande (MikrozustÄande) gleich
wahrscheinlich sind. Die entsprechendeWahrscheinlichkeits-Verteilung nennt man die Mikroka-
nonischeVerteilung. Es gilt (klassisch)

½(p;q; E) =
½

const wennH (p;q) = E
0 sonst

Zur Vermeidungder SingularitÄat wÄahlt man in der RegeleineendlicheEnergiebreiteE ¡ ¢ E <
H < E.

Beispiel 1: EindimensionalerharmonischerOszillator H (p;q) = p2=2m+ m! 2=2. Die ZustÄande
E ¡ ¢ E < H < E bilden eineScheibe der FlÄache:

¡ =
Z

dq
Z

dp£( E ¡ H )£( H ¡ E + ¢ E)

Variablentransformation x = q
p

m! 2=2, y = p=
p

2m. Dann ist H (x; y) = x2 + y2 und

¡ =
2
!

Z
dx

Z
dy

| {z }
R

dr 2¼r

£( E ¡ x2 ¡ y2)
| {z }

£( E ¡ r 2 )

£( x2 + y2 ¡ E + ¢ E)
| {z }

£( r 2 ¡ E +¢ E )

=
4¼
!

Z p
E

p
E ¡ ¢ E

dr r =
2¼
!

¢ E

Damit erhalten wir:

½(p;q; E) =
½

1=¡ wennE ¡ ¢ E < H (p;q) < E
0 sonst

Beispiel 2: N Spins im MagnetfeldB = Bez

H = ¡ ¹¹¹ ges ¢B =
X

i

¡ si g¹ B B = ¡ g¹ B Bm

42
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In der mikrokanonische Verteilung (mit ¢ E = jg¹ B Bj) sind alle ZustÄande mit E ¡ ¢ E <
¡ g¹ B Bm < E gleich wahrscheinlich. Dies bedeutet m = mE = ¡ [E=g¹ B B].1 Also gibt es
¡( E) =

¡ N
N =2+ mE

¢
MÄoglichkeiten, die Spinsso zu kombinieren, dassdie GesamtenergieE reali-

siert wird. FÄur 4 Spinsund E = ¡ g¹ B B=2 ergibt sich mE = ¡ [¡ 1=2] = 1 und ¡( E) = 4. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist:

P(s1; s2; s3; s4) =
½

1
4 fÄur f + + + ¡g ; f + + ¡ + g; f + ¡ ++ g; f¡ + ++ g
0 sonst

Im thermodynamischenGleichgewicht werdenisolierteSystemebei festenextensivenVariablen
E; V; N; : : : durch die mikrokanonischeVerteilung beschrieben. Dabei ist die Wahrscheinlich-
keitsverteilung

½=
½

1
¡ falls Zustand mit Vorgaben vertrÄaglich
0 sonst

und

¡( E) =
Phasenraumvolumen

Anzahl
der zulÄassigenZustÄande

Betrachtet man zwei entkoppelte abgeschlosseneSystemenebeneinander,so ist das gesamte
Phasenraumvolumen geradedas Produkt ¡ 1(E1)¡ 2(E2) beider Teile. Damit ist das Phasen-
raumvolumenkeineextensive GrÄo¼e,die linear mit der SystemgrÄo¼ewÄachst. Eine solche exten-
sive GrÄo¼eerhÄalt man, wenn man den Logarithmus bildet. Deswegende¯nieren wir die

Entropie S(E) = kB log(¡( E)) einesisolierten Systemsmit der
Boltzmann-KonstantenkB = 1:38£ 10¡ 23J/K.

Die Entropie beschreibt die GrÄo¼edeszulÄassigenPhasenraumvolumens2.

6.2 Energieaustausc h zweier Systeme: Temp eratur

Teile ein isoliertesSystemmit festemN; E; V in zwei Teilsystememit N1; E1; V1 und N2; E2; V2

auf. Die beidenTeilsystemeseienim thermischenKontakt, d.h. Energieaustausch ist mÄoglich,
Dagegenseiendie Teilvolumina und Teilchenzahlen¯xiert (z.B. zwei GetrÄanke°aschen in einer
Isolierbox). Was kÄonnenwir dann Äuber die EnergienE1 und E2 aussagen?

FÄur eine bestimmte Aufteilung der Energien E1, E2 = E ¡ E1 hat man ¡ 1(E1)¡ 2(E ¡ E1)
verschiedeneRealisierungen.Da man die Energiebeliebig aufteilen kann hat man

¡( E) =
X

E1

¡ 1(E1)¡ 2(E ¡ E1) (E1 in Schritten ¢ E)

Realisierungendes Gesamtsystems,die alle die gleiche Wahrscheinlichkeit haben, da das iso-
lierte Gesamtsystem durch die mikrokanonische Verteilung beschrieben wird. Demnach ist die
Wahrscheinlichkeit, die Energie E1 im Teilsystem1 zu ¯nden geradeP(E1) = ¡ 1(E1)¡ 2(E ¡

1Die Gau¼klammer[x] bezeichnet die grÄo¼teganzeZahl, die nicht grÄo¼erals x ist.
2Im klassischen Phasenraum hat ¡ die Dimension (Js)f . Hier setzt man S = kB log(¡( E )=hf ), wobei das

Plancksche Wirkungsquantum die ZellgrÄo¼edpdq renormiert.
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E1)=¡( E). Welche Aufteilung hat nun die grÄo¼teWahrscheinlichkeit? Dies ergibt sich aus der
Bedingung:

d
dE1

[¡ 1(E1)¡ 2(E ¡ E1)] = 0

Damit folgt mit E2 = E ¡ E1

¡ 2(E2)
d

dE1
¡ 1(E1) ¡ ¡ 1(E1)

d
dE2

¡ 2(E2) = 0 )
d

dE1
log(¡ 1(E1))

| {z }
!

= 1
k B

d
dE S1 (E1 )

=
d

dE2
log(¡ 2(E2))

| {z }
!

= 1
k B

d
dE S2 (E2 )

Die wahrscheinlichste Aufteilung der Energieist alsodurch die Bedingung

T1 = T2

gegeben, wobei die Temperatur T durch

1
T

=
@

@E
S(E) (6.1)

de¯niert ist.

Dies ist die thermodynamischeDe¯nition der Temperatur. SpÄater werdenwir zeigen,dassdiese
De¯nition mit der Temperatur ausder Gasgleichung Äubereinstimmt.

6.2.1 Beispiel: Zwei Spinsysteme im thermisc hen Kon takt

Betrachte zwei Spinsystemeim thermischenKontakt. Dabei seidieGesamtenergieE = ¡ mE g¹ B B
mit mE > 0 vorgegeben. Betrachte nun die Aufteilung der Energie E = E1 + E2 (bzw.
m1 + m2 = mE ) auf die beidenTeilsysteme(mit N1, N2 Spins).

Wir haben nun fÄur beideTeilsystemedasPhasenraumvolumen

¡( N i ; mi ) =
µ

N i
N i
2 + mi

¶
¼ 2N i

r
2

¼N i
exp

µ
¡

2m2
i

N i

¶
(6.2)

wobei wir die Identit Äat der Gln. (5.5,5.6) fÄur N ! 1 ausgenutzt haben. Damit lautet die
Temperatur

1
Ti

= kB
d

dE i
log(¡( N i ; mi )) ¼

4kB

g¹ B B
mi

N i

Die Gleichheit der Temperatur beider Teilsystemeliefert dann m1=N1 = m2=N2 und ausmE =
m1 + m2 sowie N = N1 + N2 folgt, dassin der Aufteilung mit der hÄochsten Wahrscheinlichkeit
mi = ~mi = mE N i =N gilt.

Nun wollen wir die Anzahl der mÄoglichenAufteilungen direkt berechnen:Die Anzahl mÄoglicher
der mÄoglichen Kombinationen mit m1 (d.h. gleichzeitig m2 = mE ¡ m1) betrÄagt

F (m1) =
µ

N1
N1
2 + m1

¶µ
N2

N2
2 + m2

¶
Gl.(6.2)

¼ 2N 2
¼

p
N1N2

exp
µ

¡
2m2

1

N1
¡

2m2
2

N2

¶

= 2N 2
¼

p
N1N2

exp

"

¡
2m2

E

N
¡

2N
N1N2

µ
m1 ¡ mE

N1

N

¶ 2
#
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Damit nimmt F (m1) seinMaximum bei ~m1 = mE N1=N an, wie wir obenbereitsgezeigthaben.
Dann ist ~m2 = mE N2=N . FÄur dasGesamtsystem gibt es

¡( N; mE ) ¼ 2N

r
2

¼N
exp

µ
¡

2m2
E

N

¶

mÄogliche ZustÄande.Damit ist die Wahrscheinlichkeit einer Aufteilung mit m1 gerade

P(m1) =
F (m1)

¡( N; mE )
¼

r
2N

¼N1N2
exp

"

¡
2N

N1N2

µ
m1 ¡ mE

N1

N

¶ 2
#

Die Breite dieser Gau¼verteilung ist ¾m1 =
p

N1N2=4N ¿ N=2 fÄur gro¼eN . Deswegenist
dann m1 ¼ ~m1 mit gro¼er(relativer) Genauigkeit erfÄullt.

Betrachte nun die Entropien: Die Entropie desGesamtsystemsist

S(mE ) = kB log¡( N; mE ) ¼ kB

·
N log2 ¡

2m2
E

N
+

1
2

log
µ

2
¼N

¶¸

Die Entropien der Teilsystemssind Si (E i ) = kB log¡( N i ; mi ) und wir habenS1(E1) + S2(m2) =
kB logF (m1) Damit gilt:

FÄur die wahrscheinlichste Kon¯guration gilt:

S1( ~m1) + S2( ~m2) = kB logF ( ~m1) = kB

·
N log2 ¡

2m2
E

N
+ log

µ
2

¼
p

N1N2

¶¸

Damit ist fÄur gro¼eN1; N2 geradeS(mE ) ¼ S1( ~m1)+ S2( ~m2). ZahlenbeispielfÄur N = 1000; N1 =
N2 = 500; mE = 200:
S(mE ) = 609:47kB und S1( ~m1) + S2( ~m2) = 606:48kB

Zusammengefasstgilt:

FÄur zusammengesetzemakroskopischeSystemeim thermischenKontakt gilt:

² Die Energieteilt sich so auf beideTeilsystemeauf, dassihre Temperaturen gleich sind.

² Gleichzeitig wird die Summeder beidenTeilentropien maximal.

² Die Gesamtentropie ist additiv, d.h. S(E) ¼ S1( ~E1) + S2( ~E2), wenn man die Energien
~E i im Gleichgewicht betrachtet.

Daraus folgt, dass die Entropie wÄachst, wenn das System aus einer Anfangssituation mit
E1 6= ~E1 in dasGleichgewicht relaxiert.

6.3 Kanonisc he Verteilung

Betrachte ein System mit fester Teilchenzahl und festem Volumen, das die EnergiezustÄande
ji i mit der Energie E i annehmenkann. Dabei kann das System Energie mit einem gro¼en
Systemmit Phasenraumvolumen ¡ R(ER) Energieaustauschen (Thermischer Kontakt mit dem
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Reservoir). BeideSystemezusammensollenein isoliertesSystembilden, dessenGesamtenergie
EG = E i + ER fest vorgegeben ist.

MÄogliche ZustÄande:

Zustand desSystems EnergiedesReservoirs Anzahl von Realisierungen
j1i EG ¡ E1 ¡ R(EG ¡ E1)
j2i EG ¡ E2 ¡ R(EG ¡ E2)
. . . . . . . . .

Gesamtzahl der Realisierungen ¡ G =
P

i ¡ R(EG ¡ E i )

Nach dem grundlegendenPostulat sind fÄur das isolierte Gesamtsystem alle ZustÄande gleich
wahrscheinlich. Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dassder Zustand ji i vorliegt gerade:

p(i ) =
¡ R(EG ¡ E i )

¡ G

Nun ist die Energie des SystemsE i viel kleiner als die Energie der Gesamtsystems und wir
wollen ¡ R(EG ¡ E i ) entsprechend nÄahern. Wie im folgendenBeispiel 6.3.1demonstriert wird,
konvergiert die Tailorentwicklung von ¡ R(EG ¡ E i ) um EG schlecht, da ¡ R(E) fÄur gro¼eSystem
exponentiell von der EnergieabhÄangt. Dagegenkonvergiert

log¡ R(EG ¡ E i ) ¼ log¡ R(EG) ¡ E i
d

dE
log¡ R(E) jE = EG + : : :

fÄur gro¼eTeilchenzahlengut. Nun entspricht

¯ = 1=(kB T) =
d

dE
log¡ R(E) jE = EG

geradeder inversenTemperatur desReservoirs, und wir erhalten ¡ R(EG ¡ E i ) ¼ ¡ R(EG)e¡ ¯ E i

und ¡ G = ¡ R(EG)
P

i e¡ ¯ E i . Daraus folgt

FÄur ein Systemmit den ZustÄanden ji i mit der EnergieE i , das im thermischen Kontakt mit
einem Reservoir der Temperatur T ist, werden die einzelnenZustÄande mit der Wahrschein-
lichkeit

p(i ) =
e¡ ¯ E i

Z
mit der ZustandssummeZ =

X

i

e¡ ¯ E i (6.3)

angenommen.Dabei ist ¯ = 1=kB T. Dies ist die kanonischeVerteilung.

6.3.1 Beispiel 1: Spinsystem als Reserv oir

FÄur dasSpinsystemhaben wir nach Gl. (6.2)

¡( N; E) = 2N

r
2

¼N
exp

µ
¡

2E 2

®2N

¶
mit ® = g¹ B B

Damit lautet die Taylorentwicklung

¡( N; EG¡ E i ) = ¡( N; EG)+¡( N; EG)
¡ 4EG

®2N
(¡ E i )+

1
2

¡( N; EG)

"
¡ 4

®2N
+

µ
¡ 4EG

®2N

¶ 2
#

(¡ E i )2+ : : :
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FÄur eine endliche Magnetisierung(z.B. mE » N=4) ist EG » ¡ ®N=4. Ferner ist E i von der
GrÄo¼enordnung der Energie einzelner Spins, d.h. E i » ®. Dann ist der Term der zweiten
Ordnung halb so gro¼wie der Term der erstenOrdnung und die Reihekonvergiert schlecht.

Dagegenist fÄur

log¡( N; EG ¡ E i ) = log

Ã

2N

r
2

¼N

! µ
¡

2(EG ¡ E i )2

®2N

¶

= log

Ã

2N

r
2

¼N

! µ
¡

2E 2
G

®2N
¡

4EG

®2N
(¡ E i ) ¡

1
2

4
®2N

(¡ E i )2

¶

der Term der zweiten Ordnung um einenFaktor 2=N kleiner als der Term der erstenOrdnung
und stellt somit einegute Approximation dar.

6.3.2 Beispiel 2: Ein Spin im Kon takt mit einem Reserv oir

Der Spin hat zwei mÄogliche ZustÄande jsi mit s = § 1=2 und Es = ¡ g¹ B Bs = ¡ ®s. Daraus
folgt:

Z = e¯ ®=2 + e¡ ¯ ®=2 = 2cosh(¯ ®=2)

p
µ

1
2

¶
=

ē ®=2

Z
p

µ
¡

1
2

¶
=

e¡ ¯ ®=2

Z

und wir erhalten dasmittlere magnetische Moment

h¹ i = p
µ

1
2

¶
g¹ B

2
+ p

µ
¡

1
2

¶
¡ g¹ B

2
=

g¹ B

2
ē ®=2 ¡ e¡ ¯ ®=2

2cosh(¯ ®=2)
=

g¹ B

2
tanh(¯ ®=2)

6.3.3 Beispiel 3: N Spins im Kon takt mit einem Reserv oir

Das gesamte magnetische Moment ¹ ges =
P N

i=1 ¹ i ist eineneueZufallsvariable.

FÄur die Verteilung der einzelnenmagnetischen Momente gilt nach dem letzten Abschnitt:

h¹ i i =
g¹ B

2
tanh(¯ ®=2)

¾2
¹ i

= p
µ

1
2

¶ ³ g¹ B

2

´ 2
+ p

µ
¡

1
2

¶ ³
¡

g¹ B

2

´ 2
¡ h¹ i i 2 =

³ g¹ B

2

´ 2 £
1 ¡ tanh2(¯ ®=2)

¤

=
³ g¹ B

2

´ 2 1
cosh2(¯ ®=2)

Unter der Annahme, dassdie einzelnen¹ i unabhÄangigeZufallsvariable sind, erhalten wir aus
(5.3,5.4) fÄur dasgesamte magnetische Moment desN -Teilchen-Systems.

h¹ gesi = N
g¹ B

2
tanh(¯ ®=2)

¾2
¹ ges

= N
³ g¹ B

2

´ 2 1
cosh2(¯ ®=2)
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Da die Standardabweichung wesentlich langsameralsder Mittelw ert wÄachst, wird die Verteilung
von ¹ ges im Grenzfall N ! 1 scharf und mit gro¼errelativer Genauigkeit gilt ¹ ges = h¹ gesi .
Dann ist auch die GesamtenergiedesSpinsystemsE = ¡ ¹ gesB mit gro¼errelativer Genauigkeit
festgelegtund die Wahrscheinlichkeitsverteilung entspricht der mikrokanonischen Verteilung.

FÄur nicht allzu gro¼eTemperaturen mit ¯ ®=2 ¿ 1 gilt tanh(¯ ®=2) ¼ ¯ ®=2 und es folgt das
Curie'sche Gesetz(nach Pierre Curie)

h¹ gesi ¼ N
³ g¹ B

2

´ 2 B
kB T

6.3.4 Beispiel 4: Maxw ell-V erteilung

Betrachte ein einzelnesGasmolekÄul der Massem, das in einen Kasten mit dem Volumen V
eingesperrt ist. Die Gravitation soll vernachlÄassigtwerden.Wie lautet die Verteilung der Orte
und Impulse (bzw. Geschwindigkeiten)?

Mit der Hamiltonfunktion H (p; q) = p2=2m einesfreien Teilchenslautet die Zustandsumme

Z =
Z

d3p
Z

V
d3q exp

µ
¡ ¯

p2

2m

¶
= V4¼

Z
dpp2 exp

µ
¡ ¯

p2

2m

¶
= V4¼

p
¼

4

µ
2m
¯

¶ 3=2

Damit erhalten wir die Verteilung

½(p; q) =
exp

³
¡ ¯ p2

2m

´

V(2m¼kB T)3=2

die unabhÄangig von Ort q ist. Die Wahrscheinlichkeit ein MolekÄul der Geschwindigkeit jv j = v
zu ¯nden, ist durch die Maxwell'sche Geschwindigkeitsverteilung

P(v) =
Z

d3p
| {z }

=4 ¼
R

dpp2

Z

V
d3q½(p; q) ±(v ¡ jpj=m)

| {z }
= m±(p¡ mv )

= 4¼v2

µ
m

2¼kB T

¶ 3=2

exp
µ

¡
mv2

2kB T

¶

gegeben.

6.3.5 Allgemeine Form ulierung

Die kanonische Verteilung kann man in der Quantenstatistik wie folgt allgemein formulieren:
WÄahle eine Basis j' i i aus EigenzustÄanden von Ĥ . Nach Gl. (6.3) folgt dann p(i ) = e¡ ¯ E i =Z
mit Z =

P
i e¡ ¯ E i . Damit lautet der Dichteoperator

½̂=
X

i

p(i )j' i ih' i j =
X

i

1
Z

e¡ ¯ E i j' i i| {z }
=e ¡ ¯ Ĥ j ' i i

h' i j =
1
Z

e¡ ¯ Ĥ
X

i

j' i ih' i j

| {z }
= 1̂

Entsprechend ist Z = Spurf e¡ ¯ Ĥ g. Damit hat man eine basisunabhÄangigeDarstellung von ½̂
gefunden.Zusammenfassendgilt
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FÄur ein System,das im thermischen Kontakt mit einemReservoir der Temperatur T ist, gilt
die Wahrscheinlichkeitsverteilung

klassisch ½(p;q) =
e¡ ¯ H (p;q)

Z
mit Z =

Z
df pdf qe¡ ¯ H (p;q) (6.4)

quantenmechanisch ½̂=
e¡ ¯ Ĥ

Z
mit Z = Spurf e¡ ¯ Ĥ g (6.5)

Bemerkung:In beidenFÄallen ist ½eineFunktion von H , alsoeinestationÄare Gesamtheit.

6.4 Gro¼kanonische Verteilung

Betrachte ein abgeschlossenesSystemmit EnergieE, Volumen V und TeilchenzahlN , das in
zwei Teilsystememit E1; V1; N1 und E2; V2; N2 aufgeteilt wird. Dabei soll Energieund Teilchen-
austausch zwischen den TeilsystemenmÄoglich sein, wÄahrend die Teilvolumina fest sind. Dann
lautet dasZustandsvolumen desGesamtsystems:

¡( N; E) =
X

E1 ;N 1

¡ 1(N1; E1)¡ 2(N ¡ N1; E ¡ E1)

und die Wahrscheinlichkeit N1 Teilchen mit der GesamtenergieE1 im Teil 1 zu ¯nden ist:

P(N1; E1) =
¡ 1(N1; E1)¡ 2(N ¡ N1; E ¡ E1)

¡( N; E)

BedingungfÄur dasMaximum von P(N1; E1):

@P(N1; E1)
@E1

= 0 und
@P(N1; E1)

@N1
= 0

Aus der linken Bedingung folgt T1 = T2 wie in Abschnitt 6.2. Entsprechend wird die zweite
Bedingungumgeformt:

@
@N1

[¡ 1(N1; E1)¡ 2(N ¡ N1; E ¡ E1)] = ¡ 2(N2; E2)
@

@N1
¡ 1(N1; E1) ¡ ¡ 1(N1; E1)

@
@N2

¡ 2(N2; E2) = 0

,
@

@N1
log[¡ 1(N1; E1)] =

@
@N2

log[¡ 2(N2; E2)]

Da S(N; E) = kB log[¡( N; E)] folgt

Die wahrscheinlichste Aufteilung von Energieund Teilchenzahlist durch die Bedingungen

T1 = T2 und ¹ 1 = ¹ 2

gegeben, wobei daschemischePotential ¹ durch

¹ = ¡ T
@

@N
S(N; E) (6.6)

de¯niert ist. FÄur makroskopische System nimmt N1 (ebenso wie E1) mit gro¼errelativer
Genauigkeit den wahrscheinlichsten Wert an.
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Betrachte nun ein System mit Teilchenzahl N und EnergiezustÄanden E i (N ), das mit einem
Reservoir Teilchen und Energieaustauscht (z.B. eine o®eneFlasche in einemabgeschlossenen
Raum). Das Gesamtsystem aus Systemund Reservoir sei isoliert, so dassdie TeilchenzahlNg

und die Energie Eg fest vorgegeben sei. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, das System mit N
Teilchen im Zustand ji i zu ¯nden gerade

P(N; i ) =
¡ R(Ng ¡ N; Eg ¡ E i (N ))

P
i;N ¡ R(Ng ¡ N; Eg ¡ E i (N ))

Wie in Abschnitt 6.3 entwickeln wir

¡ R(Ng ¡ N; Eg ¡ E i (N )) = exp
·

1
kB

SR(Ng ¡ N; Eg ¡ E i (N ))
¸

¼ exp

8
>><

>>:

1
kB

2

6
6
4SR(Ng; Eg) ¡ N

@
@N

SR(Ng; Eg)
| {z }

= ¡ ¹ R =TR

¡ E i (N )
@

@E
SR(Ng; Eg)

| {z }
=1 =TR

3

7
7
5

9
>>=

>>;

und erhalten als Wahrscheinlichkeitsverteilung die

gro¼kanonischeVerteilung

p(N; i ) =
ē (¹ R N ¡ E i (N ))

Y
mit der gro¼kanonischenZustandssummeY =

X

N ;i

e¯ (¹ R N ¡ E i (N ))

(6.7)

Bemerkung: FÄur mehrereTeilchensortena;b;c gilt entsprechend

p(Na; Nb; Nc; i ) =
ē (¹ a Na + ¹ bNb+ ¹ cN c ¡ E i (N a ;N b;N c ))

Y

wobei ¹ a daschemische Potential der Speziesa im Reservoir ist.

6.5 Erw artungsw erte

Wir de¯nieren die

Innere EnergieU = hEi alsErwartungswert der Energieder mÄoglichenZustÄandedesSystems.

Bestimmenun die Erwartungswerte U = hEi sowie hN i in verschiedenenSystemen:

Isoliertes System: Hier sind E und N fest vorgegeben. D.h. U = E und hN i = N

System mit Energieaustausc h: N ist fest vorgegeben. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
fÄur E wird Äuber die kanonischeVerteilung durch die Temperatur desReservoirs bestimmt.
Wir erhalten

U =
X

i

P(i )E i =
1
Z

X

i

E i e¡ ¯ E i

| {z }
= ¡ @

@̄ e¡ ¯ E i

= kB T2 @
@T

log[Z (T; N; V)] (6.8)

wobei d=d¯ = ¡ kB T2d=dT verwendet wurde.
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System mit Energie- und Teilchenaustausc h: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fÄur E und
N wird Äuber die gro¼kanonische Verteilung durch die Temperatur und daschemische Po-
tential desReservoirs bestimmt. Wir erhalten

hN i =
X

N ;i

P(N; i )N i =
1
Y

X

N ;i

N i e¯ (¹N ¡ E i (N ))
| {z }
= 1

¯
@

@¹ ē ( ¹N ¡ E i ( N ))

= kB T
@

@¹
log[Y(T; ¹; V)] (6.9)

sowie

U =
X

N ;i

P(N; i )E i (N ) =
1
Y

X

N ;i

E i (N )e¯ (¹N ¡ E i (N ))

| {z }
= (¡ @

@̄ + ¹N )ē ( ¹N ¡ E i ( N ))

= kB T2 @
@T

log[Y(T; ¹; V)] + ¹ hN i

(6.10)

Die Zustandssummenenthalten alsoalle Informationen Äuber die Mittelw erte der °uktuierenden
Variablen desSystems.(FÄur makroskopische Systemeist dieserMittelw ert mit gro¼errelativer
Genauigkeit der aktuelle Wert.) Hierzu muss man die Zustandssummenals Funktionen ihrer
natÄurlichen Variablen (die im System vorgegebenen GrÄo¼ensowie fÄur °uktuierende GrÄo¼en
Temperatur bzw. chemischesPotential desReservoirs) ausdrÄucken.

6.6 Der Druc k

6.6.1 De¯nition des Druc kes eines Systems

UnserSystemseidasInnereeinesStandzylindersmit FlÄacheA, auf dessenbeweglichemKolben
ein Gewicht der Massem steht, das die Kraft F = ¡ mgez auf den Kolben ausÄubt. (Der
Luftdruck wird hier nicht betrachtet; er kann als Teil desGewichtes betrachtet werden.)Damit
hat man einenDruck Pext = mg=A der von au¼enauf dasSystemwirkt. Die HÄohedesKolbens
sei z, so dassdasVolumen Az betrÄagt.

Nun besagtdas d'Alembertsche Prinzip, dassim mechanischenGleichgewichtbei einer virtu-
ellen VerrÄuckung desKolbensum ±z sich die Gesamtenergienicht Äandert. Dies bedeutet

0 = ±Egesamt = mg±z| {z }
Potentielle Energie des Gewichtes

+ ±E `
System =

Ã

Pext +
dE `

System

dV

!

±V (6.11)

Die ÄAnderungder EnergiedesSystemserfolgt dabei durch die ÄAnderungder Energieder aktuel-
len Realisierung̀ (Mikrozustand) desSystems.Mittelt man Äuber alle mÄoglichenMikrozustÄande,
so de¯nieren wir den

Druck desSystems

P = ¡

*
dE `

System

dV

+

(6.12)

Das Systemist dann im mechanischen Gleichgewicht mit der Umgebung,wenn P = Pext gilt.
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6.6.2 Beispiel: Gas in einem Kasten

Wir betrachten ein Gas von N wechselwirkungsfreienTeilchen der Massem, das in einem
WÄurfel mit KantenlÄangeL eingeschlossenist. Die QuantenzustÄandeeinesTeilchenssind:

ª nx ;ny ;nz (r ) =

r
8

L3
sin

³ nx¼
L

x
´

sin
³ ny¼

L
y
´

sin
³ nz¼

L
z
´

Enx ;ny ;nz =
~2¼2

2mL 2

¡
n2

x + n2
y + n2

z

¢

Ein Mikrozustand ` des Gasesmit N Teilchen wird dann durch die Angabe von N Tupeln
(n(i )

x ; n(i )
y ; n(i )

z ) charakterisiert. Dann gilt:

E `
System =

NX

i =1

E
n ( i )

x ;n ( i )
y ;n ( i )

z
=

~2¼2

2mV 2=3

NX

i =1

¡
n (i )

¢2

und somit folgt
dE `

System

dV
= ¡

2
3

1
V 5=2

~2¼2

2m

NX

i =1

¡
n (i )

¢2
= ¡

2
3V

E `
System

und wir erhalten den Druck
P =

2
3V

hE `
Systemi =

2
3

U
V

FÄur ein Gas der Temperatur T gilt die kanonische Verteilung mit der Zustandssumme(setze
a = ~2¼2=(2mL 2))

Z =
1

N !

X

`

exp
³

¡ ¯ a
¡
n (i )

¢2
´

=

Ã
1X

n=1

e¡ ¯ an2

! 3N
¯ a¿ 1
¼

µ Z 1

0
dxe¡ ¯ ax2

¶ 3N

=

Ã
1
2

r
¼kB T

a

! 3N

mit a = ~2¼2=(2mL 2). FÄur ununterscheidbareTeilchen, darf man alle Permutationen der Teil-
chen nur einfach zÄahlen und erhÄalt

ZununterscheibareTeilchen =
1

N !

Ã

V
µ p

2¼mkB T
2¼~

¶ 3
! N

(6.13)

Nach Gl. (6.8) folgt:

U = kB T2 @
@T

log[Z (N; T; V)] = kB T2 @
@T

3N
2

log[T] =
3N
2

kB T

Damit erhalten wir:

Die Zustandsgleichungdesidealen Gases

PV = N kB T (6.14)

gilt fÄur wechselwirkungsfreieMolekÄule im klassischen Grenzfall N=V ¿ (mkB T)3=2=~3

Bemerkung: Die BedingungN=V ¿ (mkB T)3=2=~3 garantiert, dassdie mittleren Besetzungen
der einzelnenNiveausklein gegeneins ist. In diesemFall ist eine doppelte Besetzungeines
Niveaus,die hier stillschweigendzugelassenwurde, unwahrscheinlich. Ansonstenergeben sich
Korrekturen, die davon abhÄangen,ob die MolekÄule Fermionenoder Bosonensind. Mit N ¸ 1
folgt hierausauch direkt ®¯ ¿ 1, was oben benutzt wurde.



Kapitel 7

Thermo dynamisc he Poten tiale

7.1 Vollst Äandige Di®eren tiale der Entropie und Energie

Die Entropie einesisolierten SystemsS(E; N; V) hÄangt von der Energie,der Teilchenzahlund
dem Volumen ab. ÄAndert man das Systemvolumen einesansonstenabgeschlossenenSystems,
so Äandert sich die Energie des Systemsentsprechend der EnergieabhÄangigkeit der einzelnen
MikrozustÄande E `

System(V). Dabei Äandert sich weder die Anzahl der MikrozustÄande noch de-
ren statistische Verteilung. Somit bleibt dasPhasenraumvolumen und die Entropie bei diesem
Prozessgleich1. Daraus folgt fÄur diesenProzess

0 = dS =

0

B
B
B
@

@S(E; N; V)
@E| {z }

=1 =T (6.1)

¿
dE `

V

À

| {z }
= ¡ P (6.12)

+
@S(E; N; V)

@V

1

C
C
C
A

dV ,
@S(E; N; V)

@V
=

P
T

Mit Gl. (6.6) erhÄalt man somit dasvollstÄandigeDi®erential

dS =
@S(E; N; V)

@E
dE +

@S(E; N; V)
@N

dN +
@S(E; N; V)

@V
dV =

1
T

dE ¡
¹
T

dN +
P
T

dV (7.1)

Da T > 0 wÄachst die Entropie streng monoton mit der Energie. Deswegen kann man die
Umkehrfunktion E(S; N; V) bilden und erhÄalt die ÄAnderung der Energie

dE =
@E(S; N; V)

@S
dS +

@E(S; N; V)
@N

dN +
@E(S; N; V)

@V
dV = TdS + ¹ dN ¡ PdV (7.2)

Bemerkung: Die Entropie bzw. die Energie kann noch von weiteren makroskopischen Para-
metern (z.B. die Scherungoder MagnetisierungeinesFestkÄorpers) abhÄangen,die entsprechend
behandeltwerdenkÄonnen.

1In der klassischen Mechanik kann man dies allgemein fÄur adiabatische Prozesse(langsameProzessfÄuhrung)
zeigen,sieheLandau Lifschitz I x 49.

53
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7.2 Arb eit und W Äarme

7.2.1 De¯nition

Betrachte EnergieÄanderungeneinesansonstenisolierten Systems.Dazu kann man

² mechanischeArbeit ±W an demSystemleisten.Hierbei Äandert man denmakroskopischen
ZustanddesSystems.Wennman dasSystemkomprimiert dV < 0, sofÄugt man die Arbeit
±W = ¡ Pext dV > 0 zu. HÄangt dasSystemvon weiteren Parametern(z.B. der Scherung)
ab, so hat man weitere MÄoglichkeiten, Arbeit zuzufÄuhren.

² EnergiezufÄuhren, ohnemakroskopischeParameterdesSystemszu Äandern.Diesbedeutet,
dassman den inneren FreiheitsgradendesSystemsEnergiezufÄuhrt, und man bezeichnet
diesals Zufuhr von WÄarme ±Q.

Damit gilt fÄur die ÄAnderung der inneren EnergieeinesSystems:

dU = ±W + ±Q (7.3)

7.2.2 Beispiel

Betrachte ein Gas, das in einem Zylinder mit Kolben eingeschlossenist. Die WÄarmeleitfÄahig-
keit des Zylinders sei schlecht, so dassein WÄarmeaustausch mit der Umgebungnur langsam
geschieht. Am Anfang sei das Gas im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung, d.h.
T = TUmgebung und habe dasVolumen V0 und die EnergieU0.

Nun fÄuhrt man folgendenProzessdurch

1. Komprimiere den Kolben schnell mit hohem Äau¼erenDruck PKomp À PUmgebung auf das
Volumen V1 In der kurzen Zeit ¯ndet fast kein WÄarmeaustausch statt. Also ist ±W1 =
¡ PKomp (V1 ¡ V0) und ±Q1 = 0. Daraus folgt U1 = U0 + PKomp (V0 ¡ V1).

2. Lasseden Kolben bei Umgebungsdruck PUmgebung auf dasursprÄungliche VolumenzurÄuck-
schnellen. Dabei ist ±W2 = ¡ PUmgebung (V0 ¡ V1) und ±Q2 = 0. Also ist U2 = U1 ¡
PUmgebung (V0 ¡ V1) = U0 + (PKomp ¡ PUmgebung )(V0 ¡ V1) > U0.

3. DasSystemgibt auf einerlÄangerenZeitskaladie ÄUberschussenergie(PKomp ¡ PUmgebung )(V0¡
V1) in Form von WÄarmean die Umgebungab, sodassdasSystemwieder im thermischen
Gleichgewicht mit der Umgebungist. Damit wird der Ausgangszustandwieder erreicht.
Also ist ±W3 = 0 und ±Q3 = ¡ (PKomp ¡ PUmgebung )(V0 ¡ V1) < 0

FÄur den Gesamtprozessgilt: dU = 0 aber ±Q < 0 und ±W > 0. Man erkennt, dass ±W
und ±Q von der ProzessfÄuhrung abhÄangen.Dies deutet das Symbol ± fÄur die ÄAnderung von
WÄarmeund Arbeit an. DasSymbol d ist dagegenfÄur prozessunabhÄangigeÄAnderungen(z.B. ist
die VolumenÄanderungdV immer eindeutig durch die Volumina desAnfangs- und Endpunktes
bestimmt) vorbehalten.



Theoretische Physik I I Ia, 13. November 2003 55

7.2.3 Spontane Prozesse

Betrachte zwei isolierte makroskopische Systememit E1; N1; V1 und E2; N2; V2. Dann ist die
gesamte Entropie gerade

Sgesamt = S1(E1; N1; V1) + S2(E2; N2; V2)

Nun ¯ndet ein WÄarmeaustausch ±E1 = ¡ ±E2 zwischen den Systemenstatt. Dann folgt:

±Sgesamt =
µ

1
T1

¡
1
T2

¶
±E1

Seinun T1 < T2. Dann wÄachst ±Sgesamt fÄur positives±E1 (d.h. WÄarmeÄubergangvon 2 nach 1). Da
¡ = exp(S=kB ) die Anzahl der mÄoglichenMikrozustÄandeist, gibt esnach demWÄarmeÄubergang
(erheblich) mehr RealisierungendesSystemsals vorher und somit hat der Zustand nach dem
WÄarmeÄubergangeinehÄohereWahrscheinlichkeit als der Zustand vorher.

Zahlen beispiel: Geht eineWÄarmemengevon 1 pJ von 300K nach 299K Äuber, so
ist ±S = 10¡ 17 J/K und das Phasenraumvolumen vergrÄo¼ertsich um den Faktor
10350843. Zum Vergleich: Die Erde besteht seit 5 Milliarden Jahren ¼ 1017 s.

Deswegen¯ndet dieserÄUbergangspontan statt, dagegenist fÄur makroskopischeSysteme±E1 <
0 praktisch nicht zu beobachten.

Entsprechend gilt bei Teilchenaustausch

±Sgesamt = ¡
µ

¹ 1

T1
¡

¹ 2

T2

¶
±N1

und bei Volumenaustausch (Verschiebungder Trennwand)

±Sgesamt =
µ

P1

T1
¡

P2

T2

¶
±V1

Ein Prozesstritt spontan auf, wenn dabei die Entropie desGesamtsystemswÄachst. Dies ist
der Fall, wenn

² WÄarme von einem Systemmit hoher Temperatur einem Systemniedriger Temperatur
zugefÄuhrt wird.

² Teilchenvon einemSystemmit hohemchemischenPotential in ein Systemmit niedrigem
chemischen Potential Äubergehen(bei gleicher Temperatur).

² Ein Systemmit hohemDruck sich auf Kosten einesSystemsmit niedrigemDruck aus-
dehnt (bei gleicher Temperatur).

7.2.4 Reversible Prozesse

Wir de¯nieren einenreversiblenProzessdurch die Eigenschaft, dasser in beideRichtungen ab-
laufen kann. Dies kann nur dann der Fall sein,wenn (bei WÄarmeaustausch) die Temperaturen
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beider Systemegleich sind, da sonstdie Richtung desProzessesvorgegeben ist. Dies bedeutet,
dassdie Systemeim (thermischen) Gleichgewicht sind und der Prozessnicht statt¯ndet. Deswe-
genhat man in der Praxis stets einekleine Temperaturdi®erenz,wodurch der Prozesslangsam
ist. Der reversibleProzessentspricht dann demGrenzfall verschwindenderTemperaturdi®erenz
aber auch unendlicher Prozessdauer.

Somit gilt fÄur

reversibleProzesseeinesSystemsmit der Umgebungbei
WÄarmeaustausch T = TUmgebung

Teilchenaustausch T = TUmgebung und ¹ = ¹ Umgebung

VolumenÄanderung T = TUmgebung und P = PUmgebung

Betrachte nun einenProzess,bei demein SystemseinVolumenÄandert und WÄarmeausgetauscht
wird. Dann gilt mit den Gln. (7.2,7.3)

±Q ¡ PUmgebungdV = dU = TdS ¡ PdV

Damit erhalten wir mit P = PUmgebung fÄur reversibleProzesse

In einemreversiblenProzessohneTeilchenaustausch ist die ÄAnderung der Entropie desSys-
tems die zugefÄugte WÄarme dividiert durch die Temperatur

dS =
±Qreversibel

T
(7.4)

FÄuhrt man den Prozessdagegenirr eversibel, d.h. spontan (und somit (P ¡ PUmgebung )dV > 0),
so folgt:

dS =
±Qirrev ersibel

T
+

1
T

(P ¡ PUmgebung )dV >
±Qirrev ersibel

T

7.3 Haupts Äatze der Thermo dynamik

Die Thermodynamik makroskopischer Systemekann man anstelle des statistischen Zuganges
mit dem Gleichverteilungspostulat auch auf folgendenPostulaten aufbauen(siehez.B. Reif):
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0. Hauptsatz: Sind zwei Systemeim thermischen Gleichgewicht mit einemdritten System,
so mÄussensie auch miteinander im thermischen Gleichgewicht stehen.

1. Hauptsatz: Jedem Makrozustand einesSystemskann eindeutig eine innere Energie U
zugeordnetwerden. Dabei ist dU = ±Q + ±W fÄur beliebige Prozesse.(Mayer, Joule,
Helmholtz: 1840{1850)

2. Hauptsatz: JedemMakrozustandeinesSystemskann eindeutig eineEntropie S zugeord-
net werden.Dabei ist dS ¸ ±Q=T, wobei das Gleichheitszeichen fÄur reversibleProzesse
zwischenGleichgewichtszustÄandengilt. (Clausius,Thomson(spÄater Lord Kelvin): 1848{
1865;VorangehendeArbeiten von Carnot 1824)

3. Hauptsatz: FÄur T ! 0+ strebt die Entropie eines generischen Gleichgewichtssystems
gegenNull. (Nernst 1906)

Der nullte Hauptsatz beschreibt die Existenz der Temperatur als globalenParameter im ther-
modynamischen Gleichgewicht.

Der erste Hauptsatz drÄuckt die Energieerhaltungaus, wenn man WÄarme als eine Form der
Energiebetrachtet. Das bedeutet, dasseskein Perpetuum mobile 1. Art gibt.

Der zweite Hauptsatz besagtu.A., dassdie Entropie in einemabgeschlossenenSystem±Q = 0
wÄachst. Er wurde ursprÄunglich Äuber den Wirkungsgrad von thermodynamischen Maschinen
formuliert. Er ist Äaquivalent zu der Aussage,dasses kein Perpetuum mobile 2. Art gibt, das
WÄarme in Arbeitsleistungumwandelt.

Der dritte Hauptsatz bestimmt die absoluteGrÄo¼eder Entropie, wÄahrendder 2. Hauptsatz nur
ÄAnderungenbestimmt. Er folgt ausderTatsache,dassfÄur ein QuantensystemderGrundzustand
in der Regelnicht entartet ist. (FÄur eineausfÄuhrliche Diskussion,sieheAdam-Hittmair.)

7.4 De¯nition der thermo dynamisc he Poten tiale

Betrachte denWÄarmeaustausch einesKÄorpersbei TemperaturÄanderung(WÄarmekapazitÄat). Nun
mussman dabei angeben, wie die TemperaturÄanderungvonstatten gehensoll.

1. DasVolumendesKÄorperssoll (sowie alle weiterenArbeitsvariablen) soll konstant bleiben.
Dann ist ±W = 0 und somit:

Cv =
±Q
dT

=
µ

dU
dT

¶

N ;V fest

=

2. Der KÄorper kann seinVolumen Äandern,wobei der Druck konstant bleiben soll (= Umge-
bungsdruck). Dann ist ±Q = dU ¡ ±W = dU + PdV und somit

Cp =
±Q
dT

=
µ

dU
dT

¶

N ;P fest

+ P
µ

dV
dT

¶

N ;P fest

=
µ

dH
dT

¶

N ;P fest

wobei wir die Enthalpie H = U + PV de¯niert haben.
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Im thermodynamischen Gleichgewicht haben wir dasvollstÄandigeDi®erential

dH = dU|{z}
= T dS+ ¹ dN ¡ P dV

+ PdV + VdP = TdS + ¹ dN + VdP

Demach sind (S; N; P) die natÄurlichen Variablen von H . Der ÄUbergangvon U zu H ist gerade
eineLegendretransformation2.

Betrachte nun die bei einem reversiblenProzessan einem Systembei konstanter Temperatur
geleisteteArbeit

±W = dU ¡ ±Qreversibel = dU ¡ TdS = dF

mit der freien Energie F = U ¡ TS, Diesehat dasDi®erential

dF = dU|{z}
= T dS+ ¹ dN ¡ P dV

¡ TdS ¡ SdT = ¡ SdT + ¹ dN ¡ PdV

Entsprechend kÄonnen wir fÄur weitere Legendretransformationbzgl. der Variablen V und N
machen. Auf dieseWeiseerhalten wir fÄur Systeme,die sich im internen thermodynamischen
Gleichgewicht be¯nden die folgendenthermodynamischenPotentiale.

Entropie S(U; N; V) dS = 1
T (dU ¡ ¹ dN + PdV)

innere Energie U(S; N; V) dU = TdS + ¹ dN ¡ PdV
Enthalpie H (S; N; P) = U + PV dH = TdS + ¹ dN + VdP
freie Energie F (T; N; V) = U ¡ TS dF = ¡ SdT + ¹ dN ¡ PdV
freie Enthalpie G(T; N; P) = F + PV dG = ¡ SdT + ¹ dN + VdP
gro¼kanonischesPotential J (T; ¹; V) = F ¡ ¹N dJ = ¡ SdT ¡ N d¹ ¡ PdV

Die freie Energie wird auch als Helmholtz Potential und die freie Enthalpie als Gibbs'sches
Potential bezeichnet.

Kennt man einesder thermodynamischen Potentiale als Funktion seinernatÄurlichen Variablen,
so kann man alle anderenPotentiale konstruieren.

Als Maxw ell-Relationen bezeichnet man die Beziehungenzwischen den zweiten Ableitungen
der thermodynamische Potentiale, z.B.

@2F (T; N; V)
@V@T

=
@2F (T; N; V)

@T@V
)

@S(T; N; V)
@V

=
@P(T; N; V)

@T

Beispiel: Im idealeneinatomigenGaskennt man die beidenZustandgleichungen,die z.B. auch
experimentell bestimmbar sind

PV = N kB T thermische Zustandsgleichung

Cv(T; N; V) =
3
2

N kB kalorische Zustandsgleichung

Damit folgt:

@F (T; N; V)
@V

= ¡ P = ¡
N kB T

V
) F (T; N; V) = ¡ N kB T log(V) + f 1(T; N ) (7.5)

2Wie in der Mechanik der ÄUbergangvon L(q; _q) zu H (p;q)
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und ausCv = ±Q=dT = T@S(T; N; V)=@T:

@S(T; N; V)
@T

=
3
2

N kB
1
T

) S(T; N; V) =
3
2

N kB log(T) + s(V; N )

und weiter

@F (T; N; V)
@T

= ¡ S ) F (T; N; V) = ¡
3
2

N kB (T log(T) ¡ T) ¡ Ts(V; N ) + f 2(V; N )

Zusammenmit Gl. (7.5) haben wir s(V; N ) = N kB log(V) + s(N )

F (T; N; V) = ¡
3
2

N kB (T log(T) ¡ T) ¡ N kB T log(V) ¡ Ts(N ) + f (N ) (7.6)

Beachte S ! ¡1 fÄur T ! 0. Demnach zeigt der dritte Hauptsatz, dassdie AusdrÄucke bei
tiefen Temperaturen falsch werdenmÄussen.

7.5 Zusammenhang mit den Zustandssummen

Bilde ~F (T; N; V) = ¡ kB T log(Z ). Dann gilt mit Gl. (6.8)

U = ¡ T2 @
@T

·
1
T

~F (T; N; V)
¸

= ~F (T; N; V) ¡ T
@

@T
~F (T; N; V)

Vergleiche

U = F + TS = F (T; N; V) ¡ T
@

@T
F (T; N; V)

Daraus folgt: F (T; N; V) = ~F (T; N; V) + ±f (T; N; V) mit

0 = ±f (T; N; V) ¡ T
@

@T
±f (T; N; V) ) ±f (T; N; V) = Tc(N; V)

Ferner gilt:

@
@V

~F (T; N; V) = ¡ kB T
1
Z

X

`

@
@V

e¡ E ` (V )=kB T =
X

`

e¡ E ` (V )=kB T

Z
@E` (V)

@V
= ¡ P

Da @F (T; N; V)=@V = ¡ P, folgt

@
@V

±f (T; N; V) = 0 ) ±f (T; N; V) = Tc(N )

Als Ergebnishaben wir den Zusammenhangzwischen den Zustandssummenund den thermo-
dynamischen Potentialen:

F (T; N; V) = ¡ kB T log(Z (T; N; V)) + Tc(N ) (7.7)

J (T; ¹; V) = ¡ kB T log(Y(T; ¹; V)) + Tc (7.8)
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Die zweite Relation lÄasst sich entsprechend beweisen.Die SummandenTc(N ) bzw Tc werden
in der Regelzu 0 gesetzt.

Beispiel: Nach Gl. (6.13) gilt fÄur daseinatomigeidealeGas

F ¼ N kB T log(N=e) ¡
3
2

N kB T log(T) ¡ N kB T log(V) ¡
3
2

N kB T log
µ

mkB

2¼~2

¶

wobei der erste Teil der Stirling'schen Formel N ! » (N=e)N
p

2¼N verwendet wurde. Dies
entspricht geradeGl. (7.6). 3

7.6 Statistisc he De¯nition der Entropie

Aus der Gleichung (7.7) folgt

S = ¡
@F (T; N; V)

@T
= kB

2

6
6
6
4

log(Z (T; N; V)) +
X

`

E`

kB T| {z }
= ¡ log(Z p` )= ¡ log Z ¡ log p`

1
Z

e¡ E ` (V )=kB T

| {z }
= p`

3

7
7
7
5

Daraus folgt

S = ¡ kB

X

`

p` logp` (7.9)

DieseDe¯nition ist allgemeinund gilt fÄur alle Ensembles im Gleichgewicht. Im mikrokanoni-
schen Ensemble ist z.B. p` = 1=¡( E) und esfolgt direkt S = kB log[¡( E)].

3Beachte, dassdie N ¡ AbhÄangigkeit aus dem N !-Faktor ein makroskopischer Quantene®ektist, der z.B. bei
der Mischungsentropie wichtig ist.



Kapitel 8

An wendungen

8.1 W Äarmek apazit Äat

Die WÄarmekapazitÄat c = ±Q=dT bezeichnet die WÄarmezufuhrbei derErhÄohungderTemperatur
einesSystems.Dabei kann der Prozessunterschiedlich gefÄuhrt werden:

8.1.1 Konstan tes Volumen

Hierbei fÄuhrt man die TemperaturerhÄohung bei festerTeilchenzahlund festemVolumendurch.
Im reversiblenFall gilt dann:

cV =
µ

±Q
dT

¶

V;N =const

=
µ

TdS
dT

¶

V;N =const

´ T
@S(T; N; V)

@T

8.1.2 Konstan ter Druc k

HÄau¯g hÄalt man an Stelle desVolumensden Druck konstant. Gasedehnensich bei Tempera-
turerhÄohung typischerweiseausund leisten somit an der UmgebungArbeit. Die hierfÄur nÄotige
EnergiemusszusÄatzlich dem SystemzugefÄuhrt werden.Es gilt im reversiblenFall

cP =
µ

TdS
dT

¶

P;N =const

´ T
@S(T; N; V)

@T
+ T

@S(T; N; V)
@V

µ
dV
dT

¶

P;N =const

= cV + T
@S(T; N; V)

@V
@V(T; N; P)

@T

Mit der Maxwell-Relation

@S(T; N; V)
@V

= ¡
@2F (T; N; V)

@V@T
=

@P(T; N; P)
@T

folgt:

cP = cV + T
@P(T; N; P)

@T
@V(T; N; P)

@T
(8.1)

61
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8.1.3 Beispiel: Ideales Gas

FÄur das idealeGas ist PV = N kB T. Damit folgt:

cP = cV + T
@P(T; N; P)

@T
@V(T; N; P)

@T
= cV + T

N kB

V
N kB

P
= cV + N kB

8.2 Adiabatisc he Expansion

HÄau¯g (z.B. bei aufsteigendenLuftmassenin der AtmosphÄare) verlÄauft eineVolumenÄanderung
so, dassgleichzeitig (fast) kein WÄarmeaustausch und kein Teilchenaustausch mÄoglich ist. Bei
einem solchen Prozessleistet das System (bei Ausdehnung) Arbeit. Ohne WÄarmeaustausch
verringert sich die innere Energieund das SystemkÄuhlt ab. Wir betrachten wieder reversible
Prozesse.Dann gilt:

0 =
1
T

±Qadiabatisch

dV
=

µ
dS
dV

¶

adiabatisch

=
@S(T; N; V)

@V| {z }
= @P ( T ;N ;V )

@T

+
@S(T; N; V)

@T| {z }
= cV =T

µ
dT
dV

¶

adiabatisch

Daraus folgt
µ

dT
dV

¶

adiabatisch

= ¡
T
cV

@P(T; N; V)
@T

(8:1)
= ¡

cP ¡ cV

cV| {z }
= ° ¡ 1

µ
dT
dV

¶

N ;P =const

mit dem Adiabatenkoe±zient ° = cP =cV > 1.

Speziell fÄur ideales Gas: µ
dT
dV

¶

N ;P =const

=
P

N kB
=

T
V

Also µ
dT
dV

¶

adiabatisch

= (1 ¡ ° )
T
V

! T = c1V 1¡ ° (8.2)

und mit PV = N kB T folgt
PV ° = c2 mit ° =

cP

cV
(8.3)

Da ° > 1 fÄallt P schneller mit V als im isothermenFall.

8.3 Der Carnot-Prozess

Als eineWÄarmekraftmaschine bezeichnet man eineApparatur, die in einemKreisprozess(d.h.
Anfangsund Endzustandder Apparatur ist nach einemZyklus gleich) WÄarme auseinemwar-
men Reservoir in Arbeit umwandelt. Dabei wird die Arbeit ¢ W = ¡

H
dVPext an das System

geleistet,bzw. die Apparatur leistet die Arbeit WUmgeb = ¡ ¢ W an die Umgebung.Im reversi-
blen Fall ist P = Pext und WUmgeb =

H
dVP entspricht der eingeschlossenenFlÄache desP ¡ V

Diagrammsin Abb. 8.1(a). FÄur technische Anwendungensind von Interesse:
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Abbildung 8.1: Der Carnot Prozessim P ¡ V Diagramm (a) und im T ¡ S Diagramm (b).
DurchgezogeneLinien sind Isothermen,gestrichelte Linien sind Adiabaten.

² An der UmgebunggeleisteteArbeit WUmgeb

² Von dem warmen Reservoir der Apparatur zugefÄuhrte WÄarme Qw

Wirkungsgrad ´ =
WUmgeb

Qw

Bei dem Carnot-Prozessbetrachtet man einenmit einemGas(das System)gefÄullten Zylinder,
der mit Reservoiren zweier verschiedenerTemperaturen Tw > Tk in Kontakt gebracht oder
thermisch isoliert werdenkann. Der Prozessstarte bei V1; Tw und wird wie folgt gefÄuhrt, siehe
Abb. 8.1:

1. Isotherme Expansion auf das Volumen V2 im thermischen Kontakt mit dem warmen
Reservoir Tw

2. Adiabatische Expansion(bei thermischer Isolierung) bis die Temperatur Tk und das Vo-
lumen V3 erreicht wird.

3. Isotherme Kompressionauf das Volumen V4 im thermischen Kontakt mit dem kalten
Reservoir Tk

4. Adiabatische Kompression(bei thermischer Isolierung) bis die Temperatur Tw und das
Ausgangsvolumen V1 erreicht wird.

8.3.1 Der Wirkungsgrad des Carnot-Prozesses

Wird der Prozessreversibel gefÄuhrt, danngilt mit demzweitenHauptsatzdS = ±Q=T, und man
kann den Carnot-Prozessbesonderseinfach im T ¡ S Diagramm 8.1(b) betrachten. Man liest
direkt ab, dassdie vom warmenReservoir zugefÄugteWÄarmeQw = ¢ Q1! 2 = Tw(S2¡ S1) ist. Die
vom kalten Reservoir aufgenommeneWÄarme ist entsprechendQk = ¢ Q3! 4 = Tk(S1 ¡ S2) < 0.
Da ¢ U = 0 fÄur den gesamten Kreisprozessgilt, folgt ausdem erstenHauptsatzes

¢ W = ¡ ¢ Q = ¡ Qw ¡ Qk = ¡ (Tw ¡ Tk)(S2 ¡ S1)
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und somit folgt fÄur den Wirkungsgrad bei reversibler ProzessfÄuhrung

´ 0 =
¡ ¢ W

Qw
=

Tw ¡ Tk

Tw

FÄuhrt man den Prozessnicht reversibel so gilt:

² Da nach demzweiten Hauptsatz die Entropie einesSystemseindeutig bestimmt ist, muss
dasSystemnach einemZyklus die gleiche Entropie wie anfangshaben. Also ist ¢ S1! 2 +
¢ S2! 3 + ¢ S3! 4 + ¢ S4! 1 = 0

² Im irreversiblenFall ist ±Q < TdS. Insbesonderegilt auf den Adiabaten ¢ S2! 3 > 0 und
¢ S4! 1 > 0, da ±Q = 0 ist.

² Auf dem Weg 1 ! 2 gilt T < Tw und auf dem 3 ! 4 gilt T > Tk , da sonst der
WÄarmeÄubergangnicht spontan statt¯nden kann.

Damit folgt:

Qw <
Z 2

1
TdS < Tw¢ S1! 2 = ¡ Tw(¢ S2! 3 + ¢ S3! 4 + ¢ S4! 1) < ¡ Tw¢ S3! 4

< ¡ Tw

Z 4

3

T
Tk

dS < ¡
Tw

Tk
Qk

Aus dem erstenHauptsatz folgt fÄur den KreisprozessWUmgebung = ¡ ¢ W = Qw + Qk und wir
erhalten den Wirkungsgrad

´ =
Qw + Qk

Qw
<

Tw ¡ Tk

Tw
= ´ 0

Zusammengefasstgilt:

Der Carnot Prozess

² entzieht dem warmen Reservoir die WÄarme Qw

² fÄugt dem kalten Reservoir die WÄarme ¡ Qk = ¡ ¢ Q3! 4 = (1 ¡ ´ )Qw zu

² leistet die Arbeit WUmgeb = ´ Qw an der Umgebung

² Der Wirkungsgrad betrÄagt ´ · ´ 0 = (Tw ¡ Tk)=Tw , wobei das Gleichheitszeichen fÄur
reversibleProzessegilt.

Der reversibleKreisprozesskann auch umgekehrt gefÄuhrt werden.Dann mussman von au¼en
die Arbeit am Systemleisten und transportiert dabei WÄarme von der tieferen Temperatur zur
hÄoheren.Dies ist dasPrinzip von KÄuhlschrank und WÄarmepumpe.

8.3.2 Reversibler Carnot-Zyklus mit idealem Gas

Im Folgendenwollen wir einen reversiblenCarnot-ProzessfÄur ein idealesGas betrachten. Als
Grundlage verwendenwir dabei lediglich den ersten Hauptsatz und die Zustandsgleichungen
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des idealen GasesU = cV T und PV = N kB T. Demnach gilt dann auf einer Isothermen
dU = 0 = ±Q + ±W. Damit erhalten wir:

¢ W1! 2 = ¡
Z V2

V1

dVP = ¡ N kB Tw log(V2=V1) ¢ Q1! 2 = N kB Tw log(V2=V1)

¢ W2! 3 = : : : ¢ Q2! 3 = 0

¢ W3! 4 = ¡
Z V3

V4

dVP = ¡ N kB Tk log(V4=V3) ¢ Q3! 4 = N kB Tk log(V4=V3)

¢ W4! 1 = : : : ¢ Q4! 1 = 0

Da ¢ U = 0 fÄur den gesamten Kreisprozessgilt wegendeserstenHauptsatzes

¢ W = ¡ ¢ Q = ¡ ¢ Q1! 2 ¡ ¢ Q3! 4 = ¡ N kB Tw log(V2=V1) ¡ N kB Tk log(V4=V3)

WegenGl. (8.2) gilt V1=V4 = (Tw=Tk)1=(1¡ ° ) und V2=V3 = (Tw=Tk)1=(1¡ ° ) , da die Volumina durch
Adiabaten verknÄupft sind. Daraus folgt V1=V2 = V4=V3. Damit erhalten wir den Wirkungsgrad
desidealenGasesim reversiblenFall.

´ ideal =
¢ Q1! 2 + ¢ Q3! 4

¢ Q1! 2
=

Tw log(V2=V1) + Tk log(V4=V3)
Tw log(V2=V1)

=
Tw ¡ Tk

Tw

Dies ist geradeder Wirkungsgrad ´ 0 ausdem vorigen Abschnitt.

8.3.3 Bedeutung des zweiten Hauptsatzes

Nun betrachten wir allgemeineWÄarmekraftmaschinen die zwischen zwei Reservoiren mit Tem-
peraturen Tw ; Tk arbeiten und den Wirkungsgrad ´ habe. Dann liefert die Maschine die Arbeit
WUmgeb = ´ Qw . Mit dieserArbeit kann man den idealen Carnot-Zyklus aus dem letzten Ab-
schnitt rÄuckwÄarts betreiben und erhÄalt hier

Qideal
w =

¡ WUmgeb

´ ideal
= ¡ Qw

´
´ ideal

Entsprechend gilt Qk = (´ ¡ 1)Qw und Qideal
k = (´ ideal ¡ 1)Qideal

w . Durchlaufen beideMaschinen
eineZyklus, so lautet die Bilanz fÄur die Reservoire:

² Dem warmen Reservoir wird die WÄarme ¡ Qw ¡ Qideal
w = Qw(´ =´ ideal ¡ 1) zugefÄuhrt.

² Dem kalten Reservoir wird die WÄarmeQk + Qideal
k = ¡ Qw(1¡ ´ ) + (1¡ ´ ideal)Qw´ =´ ideal =

Qw(´ =´ ideal ¡ 1) entzogen.

² Die Arbeitsbilanz ist Null.

Aus dem zweiten Hauptsatz hatten wir in Abschnitt 8.3.1 gefolgert, dass´ · ´ 0 = ´ ideal gilt.
Dann ist Qw(´ =´ ideal ¡ 1) · 0 was nun folgenderAussagenentspricht:

Es gibt keine Kombination von Maschinen, die bei einem Kreisprozesslediglich WÄarme von
einemReservoir niedriger Temperatur in ein Reservoir hÄohererTemperatur transferieren.



Theoretische Physik I I Ia, 13. November 2003 66

Das Wort lediglich ist dabei essentiell, da man selbstverstÄandlich Maschinen hat, bei denenein
solcher WÄarmestransferdurch eineArbeitsleistungam Systembewirkt wird.

Falls ´ > ´ ideal wÄare, so kÄonnte man nur den Teil ´ ideal=´ der Arbeit aus der allgemeinen
Maschine verwenden,um den Carnot-Zyklus rÄuckwÄarts betreiben. Dann erhÄalt man folgende
Bilanz:

² Die WÄarmebilanzfÄur daswarme Reservoir ist Null.

² Dem kalten Reservoir wird die WÄarme (´ ¡ ´ ideal)QW entzogen.

² An der Umgebungwird die Arbeit (´ ¡ ´ ideal)QW geleistet.

Nun entspricht ´ · ´ 0 = ´ ideal der Aussage

Es gibt keine Kombination von Maschinen, die WÄarme eineseinzigenReservoirs in Arbeit
transferieren(Perpetuum mobile zweiter Art).

8.4 Das Reale Gas

8.4.1 Die Van-der-W aals-Gleic hung

Zustandsgleichung desidealenGasesPV = N kB T wird modi¯ziert durch

² Endliche Ausdehnung der MolekÄule: ! V 0 = V ¡ N b steht den MolekÄulen zur VerfÄugung

² Die Anziehung der MolekÄule ist / (N=V)2. Diesereduziert den Druck an der Ober°Äache,
so dassder Binnendruck P0 = P + a(N=V)2 hÄoher ist

Mit der modi¯zierten Gasgleichung P 0V 0 = N kB T erhalten wir die

Van der Waals Gleichung
µ

P + a
N 2

V 2

¶
(V ¡ N b) = N kB T (8.4)

die reale Gaserelativ gut beschreibt.

Abb. 8.2 zeigt starke Abweichungenvon dem einfachen Verhalten P / 1=V fÄur das idealeGas.
Insbesonderegibt es fÄur T < Tc einen Volumenbereich in dem @P(T; N; V)=@V > 0 gilt, d.h.
der Druck mit dem Volumen wÄachst. Die kritische Temperatur Tc ergibt sich aus

@P(T; V; N )
@V

= 0 und
@2P(T; V; N )

@V 2
= 0 ) kB Tc =

8a
27b

; Vc = 3N b; Pc =
a

27b2

Insbesondereergeben sich fÄur CO2 Tc = 304:2 K und Pc = 7:29 MPa (gleich 72.9bar).

8.4.2 Instabilit Äat des mittleren Astes

Der mittlere Ast mit @P(T; N; V)=@V > 0 ist thermodynamisch instabil. Dies ergibt sich aus
folgender ÄUberlegung:
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Abbildung 8.2: Isothermenausder Van-der-Waals-Gleichung fÄur 1 mol (d.h. Na = 6:022£ 1023

MolekÄule) CO2 mit den Koe±zienten a = 0:37Pa m6=(N 2
a ), b= 4:33£ 10¡ 5m3=Na.

Betrachte eineSubstanzin einemfestenVolumen2V0, dasdurch eineWand in zwei Teilvolumina
V1, V2 mit festenTeilchenzahlenN1 = N2 = N0 eingeteilt ist. ZunÄachst seienbeideTeilvolumina
gleich, d.h. V1 = V2 = V0, und der Zustandliegeauf demmittleren Ast mit der Dichte N0=V0 und
demDruck P1 = P2 = P(T; N0; V0) (sieheAbb. 8.3).Seinun V2 = V0+ ±V mit ±V > 0 einekleine
zufÄallige Verschiebung der Wand. Da @P(T; N; V)=@V > 0 wÄachst der Druck im Teilvolumen
2 und fÄallt im Teilvolumen1. Da wir einen ÄUberdruck bei 2 haben, wÄachst somit dasVolumen
2 spontan weiter, bis eine Situation entsteht bei der wieder P(T; N0; V1) = P(T; N0; V2). gilt.
Dann liegt V2 > V0 auf demrechten und V1 < V0 auf dem linken Ast. Somit gilt fÄur die Dichten
N0=V1 > N0=V2, d.h. es koexistieren ein Zustand niedriger Dichte (Dampf) und ein Zustand
hoher Dichte (Fl Äussigkeit) miteinander. Das reale Gas kann also in den beiden Phasen° Äussig
und gasfÄormig auftreten.

Die Van-der-Waals-Gleichung zeigt ferner, dassdie Koexistenzvon Dampf und FlÄussigkeit nur
fÄur T < Tc mÄoglich ist. Bei hÄoheren Temperaturen verschwindet der Unterschied zwischen
Dampf und FlÄussigkeit. (Bei Wasserist Tc = 647:4 K)

8.4.3 Dampfdruc k

Im letzten Abschnitt wurde das Verhalten unter der Bedingung untersucht, dasskeine Teil-
chen von der einen in die andere Phase ÄubergehenkÄonnen. In einem physikalischen System
kÄonnenaber Teilchen von einer in die anderePhaseÄubergehen(Kondensation bzw. Verdamp-
fung von MolekÄulen). DieserProzess̄ ndet spontan statt, wenn sich die chemischen Potentiale
¹ ° Äussig; ¹ gasf. beider Phasenunterscheiden.

Da sich mit demTeilchenaustausch auch die Volumina beiderPhasenÄandern,ist eszweckmÄa¼ig,
das Systemnun bei festemÄau¼eremDruck Pext (und, wie schon vorher, fester Temperatur T)
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Abbildung 8.3:BeispieleinerAusbildung zweierPhasenmit Volumina V1 und V2 in einemfesten
Gesamtvolumen 2V0 fÄur T < Tc ohneTeilchenaustausch.

zu betrachten. Die mechanische Gleichgewichtsbedingunglegt dann fÄur beidePhasenP = Pext

fest. FÄur vorgegebenenDruck und vorgegebeneTemperatur ist die freie Enthalpie G(T; N; P)
das geeignetethermodynamische Potential. Nun ist N die einzigeextensive Variable von G.
Also gilt G = N g(T; P). Da gleichzeitig @G=@N = ¹ gilt, folgt:

G = N ¹ (T; P)

D.h. die Bedingung¹ ° Äussig = ¹ gasf. impliziert (bei gleicher TeilchenzahlbeiderPhasen)G° Äussig =
Ggasf.. Nun folgt aber

Ggasf. ¡ G° Äussig = F (T; N; Vgasf.) + PVgasf. ¡ F (T; N; V° Äussig) ¡ PV° Äussig

= P(Vgasf. ¡ V° Äussig) +
Z Vgasf.

V° Äussig

dV
@F (T; N; V)

@V| {z }
= ¡ P

Die rechte Seitebeschreibt geradedie Di®erenzder FlÄachen, die zwischen der Strecke P = Pext

und derKurveP(V) im PV-Diagrammeingeschlossenist. Nun sieht mangraphisch ausAbb. 8.4

² Bei kleinem Pext ist
RVgasf.

V° Äussig
dV P > P(Vgasf. ¡ V° Äussig) und somit ¹ gasf. < ¹ ° Äussig. Dann

gehenTeilchen spontan von der ° ÄussigenPhasein den Dampf Äuber (Verdampfung).

² Bei gro¼emPext ist
RVgasf.

V° Äussig
dV P < P(Vgasf.¡ V° Äussig) und somit ¹ ° Äussig < ¹ gasf.. Dann gehen

Teilchen spontan vom Dampf in die ° ÄussigenPhaseÄuber (Kondensation).

² Es gibt ein Pext = PKo existenz(T), bei dem
RVgasf.

V° Äussig
dV P = P(Vgasf. ¡ V° Äussig) gilt (FlÄachen-

gleichheitsregel).Dann sind beidePhasenim Gleichgewicht. PKo existenz(T) ist der Dampf-
druck der FlÄussigkeit.
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Abbildung 8.4: Die FlÄachengleichheitsregelbestimmt den Druck PKo existenz(T), bei dem beide
Phasenim chemischen Gleichgewicht (d.h. ¹ ° Äussig = ¹ gasf.) sind.

Die VerdampfungswÄarme betrÄagt

±Q = ±U ¡ P¢ V = Fgasf. ¡ F° Äussig =
Z Vgasf.

V° Äussig

dV P(T; N; V)

8.4.4 Phasendiagramm

In AbhÄangigkeit von T und P kann man nun in ein Phasendiagramm die Bereiche der ° Äussi-
gen und gasfÄormigen Phaseeinzeichnen. Hinzu kommt die feste Phase,die hier bislang nicht
diskutiert wurde. Abb. 8.5 zeigt ein typischesBeispiel.

8.5 Fermi- und Bose-V erteilung

Betrachte ein quantenmechanisches System identischer Teilchen, das sich nÄaherungsweiseals
Summevon Einteilchen-Hamilton-Operatorenbeschreiben lÄasst.

Ĥ ¼
NX

i =1

ĥi mit ĥj' ®i = E®j' ®i

Diesgilt z.B. fÄur freie Teilchen oder dasAtom im RahmendesZentralfeldmodelles.In wechsel-
wirkendenSystemen,kann man den Hamiltonoperator oft auf ein Systemvon schwach wech-
selwirkendenQuasiteilchen transformieren(z.B. Cooper-Paare in der Supraleitung).
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Abbildung 8.5: PhasendiagrammfÄur eine typische Substanz.Der Kreis zeigt den Tripelpunkt
an dem alle drei Phasenim Gleichgewicht sind.

Nach dem Symmetrisierungspostulat sind die ZustÄandedesGesamtsystemsdurch die Angabe
der besetztenEinteilchenzustÄandeeindeutig beschreiben. Dies geschieht durch die Besetzungs-
zahlenn® = 0; 1; 2: : : der einzelnenZustÄandenj' ®i .

Im Folgendenbetrachten wir die BesetzungeinesZustands j' ° i . Hierzu nehmenwir an, dass
dasSystemim Kontakt mit einemReservoir mit chemischen Potential ¹ ist. Dann kÄonnenwir
die gro¼kanonische Verteilung verwenden.Der Beitrag zur Gesamtenergie des Zustands ° ist
geraden° E° .

8.5.1 Fermi-Dirac Verteilung

Wir betrachten Fermionen.Dann gilt wegendesPauli-Prinzips n° 2 f 0; 1g. Wir erhalten die
gro¼kanonische Zustandssumme

Y =
X

n°

e¯ (n° ¹ ¡ n° E ° ) = e¯ 0 + e¯ (¹ ¡ E ° )

und die mittlere Besetzung

hn° i =
X

n°

n°
ē (n° ¹ ¡ n° E ° )

Y
=

ē (¹ ¡ E ° )

1 + ē (¹ ¡ E ° )
=

1
ē (E ° ¡ ¹ ) + 1

Die mittlere Besetzungeines(nahezuwechselwirkungsfreien)Einteilchenzustandes° mit dem
Energieeigenwert E° im Kontakt mit einemReservoir mit demchemischenPotential ¹ betrÄagt
fÄur Fermionen

hn° i = nF (E° ¡ ¹ ) mit der Fermifunktion nF (E) =
1

ē E + 1
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Abbildung 8.6: Fermiverteilung fÄur ¹ = 10 und verschiedeneTemperaturen. Man sieht, dass
nF ¼ 1 fÄur E < ¹ ¡ 3kB T und nF ¼ 0 fÄur E > ¹ + 3kB T.

8.5.2 Beispiel: Elektronen verteilung in einem Metall

In einem Metall (z.B. Natrium) sind die Valenzelektronen(Äau¼ersteSchale) der Atome Äuber
den Kristall delokalisiert. Sie lassensich durch nicht wechselwirkende Quasiteilchen mit In-
dex k (dem Blochvektor) und Energie Ek = ~2k2=2m¤ beschreiben. Dann lautet die mittlere
BesetzungdieserBlochzustÄande

hnk i = f k = nF (Ek ¡ ¹ )

Die Gesamtzahl der freien Elektronen ist

hN i = 2(fÄur Spin)
X

k

f k

Bei ausgedehnten Kristallen muss die Ladung der Valenzelektronengeradedie Ladung der
IonenrÄumpfe kompensieren,damit LadungsneutralitÄat herrscht. Hierdurch ist die Gesamtzahl
der Elektronen vorgegeben. Dies bestimmt dann daschemische Potential.

8.5.3 Bose-Einstein Verteilung

Wir betrachten Bosonen.Dann kÄonnenbeliebigeBesetzungszahlenn° 2 f 0; 1; 2; : : :g angenom-
men werden.Wir erhalten die gro¼kanonische Zustandssumme

Y =
X

n°

e¯ (n° ¹ ¡ n° E ° ) =
1X

n° =0

¡
e¯ (¹ ¡ E ° )

¢n° =
1

1 ¡ ē (¹ ¡ E ° )

und die mittlere Besetzung

X

n°

1
Y

n° e¯ (n° ¹ ¡ n° E ° )

| {z }
= kB T d

d¹ ē ( n ° ¹ ¡ n ° E ° )

=
1
Y

kB T
dY
d¹

=
ē (¹ ¡ E ° )

1 ¡ ē (¹ ¡ E ° )
=

1
ē (E ° ¡ ¹ ) ¡ 1

(8.5)
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Abbildung 8.7: Boseverteilung fÄur ¹ = 0 und verschiedeneTemperaturen. Man sieht, dass
nB (E) bei E = 0 divergiert.

Die mittlere Besetzungeines(nahezuwechselwirkungsfreien)Einteilchenzustandes° mit dem
Energieeigenwert E° im Kontakt mit einemReservoir mit demchemischenPotential ¹ betrÄagt
fÄur Bosonen

hn° i = nB (E° ¡ ¹ ) mit nB (E) =
1

ē E ¡ 1

8.5.4 Phononen

Betrachte ein Systementkoppelter Oszillatoren

H (P; Q) =
X

®

µ
1
2

P2
® +

1
2

! 2
®Q2

®

¶

wobei Q® die Normalkoordinaten und P® die zugehÄorigenkanonischen Impulse sind (vergleiche
TheoIa). Quantisierung ergibt, dassdie Energie-Eigenwerte jedesOszillator E®(n®) = ~! ®(n®+
1=2) lauten. FÄur jedenOszillator ° gilt die kanonische Verteilung

p(n° ) =
e¡ ¯ ~! ® (n®+1 =2)

Z
mit Z =

1X

n° =0

e¡ ¯ ~! ® (n®+1 =2)

Dies ergibt die mittlere Anregung

hn° i =
1X

n° =0

n° p(n° )
wie (8.5)

= nB (~! ° )

Die mittlere Anregung der Schwingungsmode verhÄalt sich wie die BesetzungeinesEnergieni-
veausE° = ~! ° mit Bosonenbei einem chemischen Potential ¹ = 0. Sprachgebrauch:

"
Die

Schwingungsmode ° ist mit n° Phononenbesetzt\ .
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8.6 Planc ksche Strahlungsformel

Betrachte einenHohlraum mit VolumenV, in demdie elektromagnetischeStrahlung im Gleich-
gewicht mit der Umgebung(Temperatur T) ist.

Im Vakuum hat man ein freiesLichtfeld

EEE(r ; t) = <

(
X

k ®

EEE®(k)eik ¢r ¡ ! (k)t

)

B (r ; t) = <

(
X

k ®

1
! (k)

k £ EEE®(k)eik ¢r ¡ ! (k)t

)

dassich ausModenmit Wellenvektor k und jeweilszwei PolarisationsrichtungenEEE® ? k zusam-
mensetzt.Dabei ist ! (k) = cjkj. Nun sind die einzelnenModen deselektromagnetischen Feldes
derart quantisiert, dassihr Beitrag zur Energieim Hohlraum geradeE(n®k ) = (n®k + 1=2)~! (k)
betrÄagt. Entsprechend der Rechnung ausAbschnitt (8.5.4) folgt die Besetzungjeder Mode ge-
rade der Bose-Verteilung, alsogilt

hn®k i = nB (~! (k))

Man spricht davon, dassdie Mode ®; k mit n Photonenbesetzt ist.

Um die Gesamtenergie des Strahlungsfeldesim Hohlraum bestimmen, mÄussenwir Äuber die
mÄoglichen Werte von k summieren.Dieswollen wir fÄur ein gro¼esVolumenV = L xL yL z unter-
suchen,dashier der Einfachheit halber alsQuaderangenommenwird. Die mÄoglichenWerte von
k ergeben sich ausden Randbedingungenan den RÄandern.Besonderseinfach ist dies fÄur peri-
odische Randbedingungen.Aus EEE(r yz¡ Ebene; t) = EEE(r yz¡ Ebene + L xex ; t) folgt direkt kxL = 2¼n.
Damit betrÄagt der Abstand benachbarter zulÄassigerkx -Werte ¢ kx = 2¼=Lx . Entsprechendes
gilt fÄur ¢ ky und ¢ kz. Daraus folgt fÄur beliebigeFunktionen f (k)

X

k

f (k) =
L xL yL z

(2¼)3

X

kx

¢ kx

X

ky

¢ ky

X

kz

¢ kzf (k) ¼
V

(2¼)3

Z 1

¡1
dkx

Z 1

¡1
dky

Z 1

¡1
dkz f (k)

=
V

(2¼)3

Z
d3k f (k)

(8.6)

Den ÄUbergang
P

k ! V=(2¼)3
R

d3k gilt fÄur gro¼eVolumina, wenn die Moden k so dicht
beieinanderliegen,dasssich die Funktion f (k) auf der Skala 2¼=L nicht Äandert. Man bezeichnet
ihn Kontinuumslimes. Insbesondereerkennt man, dassdie Anzahl der Modenproportional zum
Volumen ist.

Nun ist die GesamtenergiedesHohlraumes

U =
X

®|{z}
! 2

X

k

[nB (~! (k)) + 1=2]~! (k) = 2
V

(2¼)3
4¼

Z 1

0
dk k2 ~! (k)

ē ~! (k) ¡ 1

Der Summand1=2, der die Grundzustandsenergieder Oszillatoren beschreibt liefert einen di-
vergierendenTerm. Da er aber nicht von der Temperatur abhÄangt, lassenwir ihn weg (Renor-
mierung der Energieskala). Mit der Substitution k = ! =c erhalten wir die

U =
V~
¼2c3

Z 1

0
d!

! 3

ē ~! ¡ 1
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Dies ergibt die

Planck'scheStrahlungsformel dU =
V~
¼2c3

! 3

ē ~! ¡ 1
d! ; (8.7)

die die spektrale Energieverteilung der Hohlraumstrahlung beschreibt (Max Planck, 1900).

Dies war historisch das erste Erscheinen von ~, der grundlegendenKonstanten der Quanten-
mechanik (Planck hatte h = 2¼~ verwendet).

Mit der Substitution ! = xkB T=~ erhalten wir weiter

U =
V
¼2

(kB T)4

(~c)3

Z 1

0
dx

x3

ex ¡ 1
| {z }

= ¼4=15

Dies ergibt das Stefan-BoltzmannGesetz1, das besagt, dassdie Energiedichte des schwarzen
Strahlersproportional zur vierten Potenz der Temperatur ist.

8.7 Bose-Einstein-Kondensation

Betrachte ein Gasfreier Teilchen,die bosonischenCharakter haben. Dann sind die Einteilchen-
EigenzustÄandeebeneWelleneik ¢r mit der EnergieEk = ~2k2=2m. Aus der Bose-Verteilung folgt
die Gesamtzahl der Teilchen

N =
X

k

nB (Ek ¡ ¹ )

Bei der Berechnung der Summeseparierenwir denniedrigstenZustandk = 0 ab und verwenden
fÄur die restliche Summeden Kontinuumslimes(8.6)

N = hn0i +
V

(2¼)3

Z
d3knB (Ek ¡ ¹ ) = hn0i +

V
(2¼)3

4¼
Z 1

0
dkk2 1

ē (~2k2=2m¡ ¹ ) ¡ 1

Mit der Substitution x = ¯ ~2k2=2m folgt

N
V

=
1
V

hn0i +
(2mkB T)3=2

4¼2~3

Z 1

0
dx

p
x

1
e(x¡ ¯ ¹ ) ¡ 1

FÄur gegebeneTemperatur gibt diesdenZusammenhangder Dichte N=V mit ¹ , wobei die Dichte
mit ¹ wÄachst. Nun muss ¹ < 0 gelten, da sonst die Fermifunktion bei k = 0 unendlich wird.
Nun gilt

lim
¹ ! 0¡

Z 1

0
dx

p
x

1
e(x¡ ¯ ¹ ) ¡ 1

= 2:31: : :

Falls nun
N
V

>
(2mkB T)3=2

4¼2~3
2:31 (8.8)

gilt, so muss die mittlere Besetzungdes Grundzustands hn0i in der GrÄo¼enordnung von N
sein,dasshei¼t,ein makroskopischerAnteil der Teilchenist im Grundzustand. Dies bezeichnet

1DieseBeziehung wurde 1879von Stefan experimentell gefundenund 1884von Boltzmann im Rahmen der
klassischen Physik begrÄundet. Die Konstante blieb dabei natÄurlich o®en,da sie ~ enthÄalt.
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man als Bose-Einstein-Kondensat. Dies ist tatsÄachlich mÄoglich, wenn ¹ ! 0¡ geht, da dann
hn0i = nB (¹ ) divergiert, also beliebig gro¼wird. Der E®ekt wurde 1924von Satyendra Bose
und Albert Einstein vorhergesagt.Aus (8.8) ¯ndet man die kritische Temperatur

Tc = 3:32
~2

mkB

µ
N
V

¶ 2=3

FÄur ein GasausNatrium-A tomen m = 3:8£ 10¡ 26 kg mit der geringenDichte N=V = 1014=cm2

(damit sich keinFestkÄorper bildet) hat manTc = 1:5¹ K. Dieswurdeerstmals1995experimentell
beobachtet (Physical ReviewLetters 75, 3969(1995);Science269, 198(1995);Nobelpreis2001
fÄur Cornell, Wieman und Ketterle).


